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^{e 5ro«t^emottf ttft'fic^ «a« jwei fe^r »Ott einanbfr »erfc^iebenen ©epc^'tft» 
punrten 6etra(^ten: fo erfcljrint (!e einmal old SBiffenf(f|aft, «tib iai oiwere» 
mal als Äunfl. 3fn Ut «rfleit erWidtt matt i|nfe Wltt^Dit, eitte Sfitet^ »oti 
SBa^r^^iten ju tjertinbeti, «nb va ein ©^jlern ju tjercinigen/ ft) fcaß jcoc tfnjelitc 
oud bcr tjor^ergegangenen auf eine einfache unb embente 3trt erfannt mrbeti 
fann». ^n ber jweiten muf[cn bie 9Äet|>oben unb bk ^unj!grijfe bargclcgt fe^n, 
bie iii) anwenben la^m, am etwa« @efucf)tcg erftnben ju fönnen» Um fic t)on-bet 
erjlen (Seitc^ fcnnen ju lernen, gicbt eS unter Altern unb neuern fein ^^eff^^rcö SSerf 
otö SuflibS (Elemente* ©le geemetrtfdjen analptifd^en SBerfc wn ©uffibeö unb 
5lpoUpÄiu?, Yoown wir freili^ bie Originale nii)t felbcr, wo^l aber bie trefflichen 
SBicber^erjleßungen »on 9le6ert ©imfon 6efi§en,t)0rjä9lict) aber bie wi) i^orf^anr 
bfiKtt @ct)riftctt ©tojj^atttS fittfc btc älteRen ^roböfte mat^etttattfc^en ©diarffttttt^ 
m& »tjfl^ett ber Stttftingcr t>ii SWatfiematif »Ott Wr öttbcrn ©eite fettitm leritm 
fanm Um gcomctrif^eStufgaberi ju^öfen, %thtan(i)tm bie ®rie(i^en eine SKetf^obe, 
bie jte analytifc^e Riefen, unb beren (Jrftnbung inS^mein ^lato jugefc^rieben wirb* 
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(5ie b^fle^ üri ffllgemetnen tatixi, bdf. man bie ^tufgabe atö gelöf! ft^ Unft, 

tinb bann ritcfw&rtg^erforfd^t, auf »ad für einfad)cre fragen ftc pct) jurfldffü^. ' 

rcn laffeV unb fo fortgebt, hxi xaoxi auf eine fommt/ beren ^lufföfung man be^ 

feit« fentit SJön (SuFlibe* ^en roxx noc^ eine fe^ (d)öne unb ' f^flematifd^ ge^ 

,49<bnete ©ammtung fbldjer Slufgaben, welche biefer ^unfl afö ©runbtage bienen^; 

-unter t>tm 0Jamen Data, ©a eS aber oft febr fc^wer ijl, bie gegebenen ©türfe 

einer- fotdjen 5^age fo' mit einanber in SSerbinbung ju bringen, baß [xij brauch? 

bare folgen barau6 ergeben, fo ijl tai ©tubium ber SBerfe jener großen ©eo^^ 

mpter t>on großer 5Bidbtigfcit, um X)\t SWetboben unb Äunflgrijfe fenncn ju (er^ 

nen, bie angewenbet »erben muffen, um folc^e ©djwierjgfeiten überwinben ^w 

fönnen» ©iopb<^"td ©cferiften betreffen zintn anbern3tt)cig ber SKatbematif ; fie 

belieben auS' einer jablreic^en ©ammtung arit^fmetifcber fragen t)on einer gartj htf- 

befpnbern JRatur, unb er htmühtt ftd) in ibren Stuflöfungen txt Äunflgriffe unb 

SRetboben audeinanber ju fe§cn, burc^ beren ^ilfe S^agen biefer 5lrt aufgelöfl- 

»erben fdnnem 3f«ber, ber biefe ©cbriften \>on Z>iop^ant flubirt, »itb ben 

©c^arffinn unb im JKeicbtbunv an Hilfsmitteln, ben ibm fein@enie barbot, iu 

»unbem, unb»irb baö SSergnügen baben ju bemerfen^ baß er;fid) babur(ib ««^ i 

burä^ bie ^Sortbeife, bie ber neuere 3^^ft^w*^ ber 2lritbmetif unb JHgebra nod> J^in^ 

{ufügt, gefc^ieft gemad)t ^ab^ , allgemeinere unb fd)»crere Slufgaben biefer 5lrt 

aufl^fen ju fönnen^ 2tnbere SBerfe ber ©ried^en, »elcbe nxi)t blöd ©ammtungen. 

wn Slufgaben finb) »le j*©* ik beiben ©itcber*, über Äugel unb (Jj)linbcr oon 

Strd^imebeg, unb Ik Äegelf<l|iitte t)on StpoUomug u. ^.tv.-^ahtn, pbfdjoit ibre 

■ - ' • ■ , 

SSerfaffer ben barin tjorfomme^nben Stufgaben jcbegmal bie 2tnalt)ftS beigefi»gt, 

b0i) nur bie Senbenj einjelne Z^tik ber ©eometrie afö SKijfcnf^aft barjafttllcn» 
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^rd^tmebed f^euit bie ^fernen te (^uflibd ^aben er^änjen ju ifDotteit/ imb^poQo; 
niui fnd)tc Die frumnicn 8inicn^ Vit buric^ bcn ®d)nitt cined Äegefö cntfprin^en^ 
fo öbju^antcfn n>ie ©uflibeS Den Äreid be^anRclte/ unb bog Urt^eil bcr Kenner 
ifleinjtimmig, baß fein SBerf in Stefc^ung bed^Ian«, Stn.orbnunft ber®% unb 
ber Slu^fü^run^ Der JBcweife ein SWeiflerflüdt in ber tt>i|Tenfc^aft(id)cn ©arftefluna- 
itt), beren bie Geometrie fa^g ifl» ©it (Schriften ber neuem Sinai^flen itnb in 
9(nfe^ung biefer beiben ^fubt^punfte burc^aud gemifd^t, n>ei( m biefen b,ic X^Oi . 
reme nidbt nur bemtefeu/ unb bie Aufgaben nur aufgelöfi erfci)eincn bärftn, fom 
bern n>ei( fd)(ect)terbin3d bie ^rt um Sßeife angegeben fei;n muf ^ noie man nt 

/ 

benfclben gelangt i% ' > 

: SCuÄ bcm bii^txi^m tuirb e8 Uiä)t erfl&rlicfe fei)n^ wie SWatbemaHf auf 
jwei t^crfdjiebene 2Beifen fhibirt unb getrieben ttoerbcn ,fann» ©erjenige, ber 
(Smpfänglirf^feit ^at för bie ©d)önbeit ber mifienfc^aftlicben ©arfteßung beren 
bie 9}tatbemati! fä^ig ifl, ber mat^ematifd)e SBerfe au* bloi in biefer- SÄüdf^ 
fiäft flubirt/. unb ficf^ begnügt bie @rftnbungen Ruberer t>erf}eben gu (ernenn 
loirb ftd^ üiele .^ntniffe ertoerbem ^erfle^t tin folc^er ^nßi) bi(^fe gut gn 
^ 9rbnen unb an einanber gu reiben/ fo fann er^ aud^ o^e bie S33iifenfc^aft ,gtt 
enpeitem, ein fel^t ad^tungdwärbiger SKatbematifer fe^n, unb grof en 9{u$eit 
fliftcn* SRatbematifer biefer 2trt waren mebrent^eitd gute Se^rer für ten öffeht^ 
(ic^en unb aUgemeinen Unterrid^t/ auc^ babtn mt folc^en bie meiften guten 
iebrbö^er ju tjerbanfen^ SBolff, Äar|len, ©urja n. <u m. bürften wobi in biefr 
^(affe JU rett^nen fei^n. üiai) einer ganj ant^ern äßeife -toib fnngegen ber mel^r 
ind (>ö^ere fhre&enbe ©etft unü ber tiefer forfdjenbe ^D«f biefe ÜBiffenfd^ft flu/ 
biren. ©tefer wirb iii) nii)t i(o^^ begnügen/ biefe Se^ren gu t^erfle^eu/ utib i^rc 
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Urheber ju feewunbent, fonber« er xoitb bit urfi>röngK<6en ©ntitbibcen, bte fie 
m ©ntbcrfungen geführt l^abert/ i\\ erforfictjen fuij^en, um iit bei Af^nlid^n Unj^ 
tcrfuxl^utigcn 6enii§en unb ba« ©cbiet biefer SStffenfAaft felbcr ertt)citem j« 
fpttne«^ <5d ijl gcttiß, ba^ nur berlenige, ber wn ber JRatur jum ©tubium bcr 
SKat^ematif begünjligt ijl, bicfen SBcg einfdjiagen fanit, unb baß er für jeben> 
ber jtd? nidjt beS fo jufäUfgen ©efc^cnfeg an natüriid)em @enie erfreuen fann, ^ 
^ f}id)ft anjlrengeab unb ermübenb tjl. ©e^r t)iel ©enie befiegt aUe ^ütbemifle 
leicht; minbereS fann burc^ gleiß unb baS ©tubium berSBerfe ^roffer QKetfler 
»lele überminben* Sn jebem gaH ift ber ^rwotunterridjt ober aud) nur ber Um^ . 
gang tim^ SWei)lcrß bic fraftigfTe unb ftarffle Unterftü§ung , unb e8 f önnen 
mebrjlÄ^rige eigene ätnjlrengungen burdj biefen glürflictjen ^ufaü erfpart tt)erben* 
<5uler unb ?agrange gehören beibe ju i^m größten matl^ematifc^en ®emeg ; jener 
l^tte aber ba« @Iüdt frübjeitig ben Unterrid)t unb bie nftbere* 95efanntf*aft be« 
beröl^mten^o^* ©emouBi ju genießen, tt>a8 unftreitig feine friTbe unb tjielfeitigc 
?lugbi(bung beft>irfte* - ©iefer l^ingegen entwidfelje fid) fpÄtcr unb weniger \>UU 

fettig, n)et( er mä)t burc^ ä^n(i^en QlüdÜdjm 3"^ begünffigt, feine mat^em^i^ 

-^ • .' ' ^ ' . 

tifc^e 3(uSbi(bung gonj altein bur<i^ mü^famed unb anflrengenbed ©elbCrffubiunt 
bewarf flettigen mußte* — Slber aud^ bei biefer Slrt ÜÄatbwötif ju (lubiren unt . 
{U treiben, ifl ti febr nötbig, in frühen 3fitcn ben Stnfang mit bcm ©tubium 
ber gränbtid^en unb flrengen geometrifc^en Sßerfe ber ©ried^en, mit ©uHibeg, ' 
JCrd^imebe« unb bert jR'egetfe^nitten beS 2(poUoniuS ju beginnen, nid^t aütin^ um 
wn ter^SRatf^ematif, voa^ fte ali SBiffenfc^aft fe^n fann, einen beutlirf^en ©egn'ff 
"jtt eri^atten, ben bod^ jleber ÜÄatbematifer ^ahzji fett, foubem a\x6), um narfra^^ 
mung«»ilrbigc WinfUx in Slnfe^ung ber Ä(ar(Kit, ©eutlid;feit, Äörge unb ^t&f - 
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bcn, ber biefe ©tubicn nic^t in frühem 3^ucii/ e^e er bic SÄcijc be;8 ©dbftfor^ 
fd^cn^ fennctt lernt, unternimmt, fte^t gu'befürd^ten, ta^ er jic nie mel^rnad^ 
^oten tt>erbe^ ttnb bie Jofge bat^on ift, baß er einem fhrengen, tt>ijlfenf(i^afilic^eii 
SBortrag m me^r ben redeten ®efd)macf abgen^innen fann, am @nbc benfetben 
für überftüffig^anfie^l, unb bad ßefen folc^er SBerfe, xodX er jid) nic^t bie ©e:? 
wanb^eit baju trworben ^ot, langmeitig ftnbet 3e größer baß ©cnie ifJ, bejlo 
tfpa^rfc^einlic^er xoxt^ eß , baß biefe« fo eintreffe. J^ierauö niuß man fic^ bie ge^ 
ringfc^ägenben Urtbeile ^on ßartefiud über ^ktai unb 2tnberer SBerfe erflär^n, 
n)enn man jut^or.bad n^eggenommen l^at, xoai aud feiner Steigung überhaupt 
^^n Stnberen l^erabwürbigenb ju urt^eilen bergeleitct merben muß, ©ben fo auc^ 
Jteplerg Urtl^eile über StpoHoniu« Äegelfdjnitte unb bie 93ett>cife Slrdbimebö. m be« . 
jttjei ©ü^em über Äuget unb S^linber, ob er gleich bie SKetl^oben bcffetben in 
feiner Nova stereometria doliorum etc. auf bie genie\)ottfle 2lrt auf bie Äörper^ 
tot\i)z bur^ Umbrei^ung einer zhtntn Äuroe, t^orjüglicfe ctned Greife«, um txnt 
beliebige %xt entfpringett/ audbeM^/ unb baburc^ ber Urheber ber nac^^er wü 
(SaüaleriuÄ in txn ©pflem gebrad^ten Methodus indivisibilium tourbe, ^^ 
me(e t>on ben größten ÜRat^ematifem ließen fi<^ bicr anführen , aber unter atten 
befannte unb bereute nur Slewton öffentlid^ baS in frü^rn 3c(ten t>erfÄumte <S>iva 
bium ber grieci^ifc^en ©eometer* ©a^cr fommr:.e8 auc^ , baß nur fe^r tt)enige 
ber großen SWat^ematifcr für ben allgemeinen unb öffentlichen Unterricht gute, 
Se^rer noaren, bä im ©egent^eil wele berfelben im ^riwtunterridjt auSgegeic% 
nete ®d)ä(er jogem . : 

Seber.ber ^\i) ben SBiffenfd^often »ibmett »iß, foU ju feiner "p^fi 
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fifm ?(udt{tettrtg tttf>m Un piHo\o)i>^ifdfm SBifienfi&(fpten SÄatftcmöttf in ber 
etflen'^©ejie^ung fhtbiren, unb in Un ßß^vtväim für foM)e S^^^^^^ bürfen 
nur nebenbei begriffe wn bem / wa^ He aU ^nft ift^ /gf geben merben« ^ie^ 

* V 

.jenigen aber, »eld)e bicfcr SBiffcnftbaft aUctn fid^ »ibmen motten,' ober »eld^e 
-fte jum 95ebuf irgcnb eirteS tec^nifcben J^c^e« , ober jum ©tubium ber Sljlrono? 
^^f ^^9fiF u» p tt>* jlubiren , börfen fi^ bamit niijt begnügen, fonbern fie 
mü^m fie alä Hilfsmittel ^u f<f)tt)eren Unterfud^ungen unb gur Srftnbung ju Uf 
ttM^en tt)iffen» JDenn gar oft ift tai 9Beiterfd>reiten fn biefeu. ^aijtxn in einer 
genauen SScrßinbimg mit ben 5ortfd)n'tten ber ÜRatbematif. Ob ti ober mög^ 
\ii) feij, biefc Sßiffcnfi^aft über i^fen gegenwärtigen 3wft<^w*'' ^^^ ^^f eine bebeu^ 
tenbe Strt tocitcr ju erbeben , i ft hic^t fo leicbt bcjabenb ober \)emeitienb ju beant* 
»orten* ^ . SBenn man bebenft , baß e8 in ber gegentoÄrtigen ^eit fo wenig an 
aulgejeidineten Äöt)fen feblt, ate eS in ber furj \)orangegangenen an bergleic^en 
gefehlt "^at, unb jene bennoc^ feine ber frübern gleiche (Spo^t b^rbeifübren fonm 
ten, fo möd^t^ tnan leicht ba6 (e^te auSfpred^en. %Utin man muß auc^ ^ebem 
fen, baf aui ber U^tm Jpanpt^oäj^f nämlic^ ber ^rfinbung ber SDiferentiot? 
mtb ^ntegrafreäbtUtng / fo mUi nad^juboten, unb fo manche SücCe auöjufütten, 
mi)\o manif^ed gu beridbtigen unb auäeina;tber ju fe|en übrig blieb/ \oai ben 
®(^arf{!nn ber größten Äöpfe fo febr in ?lnfprudb nabm, baf ti fcbeint, ti 
^aht fd^on; bef wegen audb nx^t tinxnai ber ®aame ju einer ganj neuen 3bee 

entffeben fönnen* ^abei entflanb nad^ unb nadb bie große 3tudbilbung unb 

» 

Sßerfeincrung tti ÄalfuB, wogegen feine Unbebolfenbeit gu geibnijenS unb Q3er;? 
nouUi^d 3^it^i^ f^^^ abflidbt; unb iiiUx\^a\xpt m?(ibte wobi bad, toad bte (e^ten 
3eiten f^enoorgebracf^t ^'aben; ni^t geringer, ))iel(eid)t %xü^tx, nur weniger g(Am 
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Um fi(^ etntgermafTen ))orfleflett ju föntten^ xoai man wn biefer SBiffem 

■» • ' 

fäjaftnod) tvtoaxtm Dürfte, muß man bie t>erf(^iel)enett ^oe^cn, bie jie gc^o^t 

* • • • 

^t, unb to'aä burc^ fie ^n^ovgebrad)t n)orbett tft, m @nt>&gung jie^en. Slad) 
bem ^ortcef (u^en > n>ad SuFIibed, Slrifltäu^ unb SlpoUoniud in ber (Geometrie 
geliefert Ratten, jog 'juerfl 2trd>imebe« burd(> bie ^lER.et^oben, bie er an\oax\btt/^ 
frumme Sinitn ju quabriren, unb t>un Frummen ^&ä)tn begrenjte R&xptXf fotoo^l 
i^ren förperlid)en ^n^alt afö md) i^re OberflÄc^en jii beflimmen^ eine neue ^ 
Spo^e ^erbci» ©e^r merfwörbig ifl hierbei nod^, baß er bie erflen SBegriffe 
wn ber ©ummirung unenblid^er 9tei^en gab, unb folc^e benu^te« £)ie ©riechen 
felber mattitm ttint weitere ^nwenbung me^r toon biefen ^tttn, biefed n>ar, n>ie 
f(i)on enod^nt toorben, einem SOtat^ematifer tinti ml ipättxn 3(ita(terd t^rbe^ 
l^alten. ^ber einen |)aUptgebanFen wn ganj anberer $lrt/ bui^ ben auf eine"" 

neue unb befonbere SBeife bai ^elb ber ^at^tmatit ern^ettert n^urbe, ftqb tvit 

• ■ ■ - 

ben ©riechen noif fc^ulbig, nAmli^ ben, bie ^eiöbogen mit ben i^nm juge^ört^ 
gen (Zt^mn ju ^tt^lieiditn, unb för biefe ^rg(ei(^g Stafeln aufguileßen« ®{c, 
fabeu/ baf ^tetburd) bie SUtfgaben^ xoo aüi bret gegebenen ©ttlcCen tintS SDcet^ 
edf d baffelie befKmmt toerben foK^ ftott bur(i^ ^onfhuftion, burc^ Sted^nung ^eföfi 
werben fönnem J^r; ed bitbete fic^ baburc^ nid^t aQein bie thcm, fonbem auc^ 
bie f))l^&rifc^e Trigonometrie, unb ti entf{>rang für bie @eobäfte ber wichtige QSor^ 
)^ei(, baß aOe bit ^^rt^ümer, bie aud ben $e^(em bei)n 3^i(^nen entf(>ringen/ 
nun befeitigt nourbem ®pättx^in würbe man baburc^ auf bie begriffe ber ©u; 
m^e, ^oiimtfe, SCongenten u« f« w«- unb ber unt^j^ligen wichtigen Slelotionen jwi^ 
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fläzen f^nett/ \t^\t atni^ auf t^it ^d(j^ imifmärbigeti '^}x\(xvmtv!ijm^ mit am 
bern gunftioncn geführt ?(uc^ waren bie ©riedjeti noc^ bie (Jrjtnbcr bec SKe^^ 
tl^obe, bic Sluflöfung gewiffer arif^metifcbtr gragm owf ©feic&ungen jurücfjufü^^ 
reit/ unb foId^C/ toenn fte nic^t über ben jvioetten @rat gif ngen/ auf}u(öfen« 9laci) 
bcm SBieberauftcbet! ber SBiffcnfcfcaften noat bicfc Äunfl ein^r ber erflcn moX\v 
matifc^en ©egfitflänbe^ ben man mit !^iebe t>flegte« "^ow nannte fie Cofs unb 
nad^^er Algebra* Unfere 3^f^l^^i^^^""*^9 ^^ ^^^^ ^'^^ fd)önflen ©enfmale 
menfc^Iid^en @d)arffinnd, unb bod> war jie nebfl if^rem Stlgorit^mud ber QPnpeitei? 
rung jlener Äunff ^inberlic^» SBcil nÄmtit^, xotnxK man bei Stuflöfung einer 2luf^ 
gäbe i^re i93ebingungen mit ben gegebenen ^^Xtxi unb ber unbefannten au^fü^rt/ ^ . 
yxsci, bte ®(ei<I)ung ju erhalten/ unb bann biefe auflöflt^ man bem för bie unbe#/ 
f annte ®rdf e gefunbenen SJBert^ nic^t anfe^en fann / tt)ie er ou^ ben gegebenen 
3a^len entfprungen ifl/ tnbem biefe burcft bie gemachten antbmetifc^en 0))era; 
ixmxK eigentlich i^erf(^n)unben ftnb« ^an erf^ält alfi> eben jebe^mal nur/ bie Kuf^ 
I5fung eine& inbimbuellen i93eif«)ietö ber 3(ufgabe* !De{ln)egen bejeid^ete jtc^ 
$ieta/ um bie Vuflöfung einer folgen 3(ufgabe ganj allgemein gu ^aben^ unb 
bie 9tegel gu fe^en> nad) n>f(({;er bie unbefannte ®röfle ^vA ben befannten ge^ 
funben werben fann, bie "^dfsM^ burc^ 33ud)|ltaben, unb i^erric^tcte bie oritbme^ 
tifd)en O»:ierationen mit benfelben burd) bloße 55ejeic^nung* ©iefed ijl ber ei? 
gentlic^e ©ebanfe,' melrf^er ber 83ud)<labenred^nung jum -©runte liegt, unb ti ijl 
JU t^erwuabem, ^<x^ moxK \\jiti Kn feinem ber ^anbbücfeer ober Slfgebra, angeführt 
ffnbet, ba bed) ber StnfÄnger notbwenbig erfahren m»fl, warum man auf Xivx 
feltfäm fc^ernenben (SinfaU gefomnten ift, beim ^ti)X{ta fid) ber ©udjfJaben )u 
bebienen, ©iefer ©ebanfe war übrigen^ »pn einer fol<l>en SBid^tigf eit , ^(xi^mi 
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t^m für bic SKat^attf etne ncut ^Jertobe anf&n^U SttptvS 3*ce wn gogOi? 
xit^mm toax tttöai fönfHicfe, unb bie ©crec^nung feiner 3;afela erforberte einen 
feften 9Rut^; getüip mußte er wn bem großen iRu^en berfetten feff überjeugt 
fepn, um fem fd^ttJieriged Unterne^en fo mut^ig auÄjufü^ren, noie tx e6 tM» 
(Si brnd^e aud) tt)irRi(^ eine gÄnjficfte fJleform im redjnenbcn 5£6e{I ber SOhrt^e^ 
matif ^enjon 2(6er erjl fpÄter^in entberfJe man ben merftt)ärbigen ^u^ammtttf^ 
^iing bicfer ©röffen mit onbem* — ^ ®e^r folgenreich voäxani) bie fc^one ©emer^: 
fung wn dlmton, baß vomn man in ber Stttnoicfbing einer ganzen ^otenj einer 
jtoeitbeiKgen ©röße für ben Sjcponenten einen SSru^ ^ tt)ie -1- , fefet, biefer %ni^ 
brucf irt tint unenblic^e SÄei^e übergebt, tt)eld>e ber mte« äBurgel ber jweit^eilige» 
®röße entff>rid)t/ unb baß a(fo gebrod^ene ^onenten bei ^otengen*^ ani) einen 
®tnn ^aUn, ber aber außerhalb bed @runbbegriffed von ^oteng liegt» ffhd) 
fxü^tx ^attc aber Sarteftud finen großen ©ebanfen/ tooburc^ bit ^uftöfung ber 
fc^n)erften geometrifc^en fragen ber 3C(gebra untenoorfen/ unb auf bie ^flöfung 
ber ®(eid;ungen jurüdgefübrt n)urben» tiefer @tbank befielt baxin: bie Sage 
ber einlebten fünfte emer ^rt)e burc^ Stbfciffen unb Orbinaten ju beflimmetv 
unb jtoifd^en biefen Uibm ®rdßen eine ®itii)un^ ju befHmmen. SDa biefe ®lw 
^ung ganj burd^ bie Statur ber frummen Unit beflimmt iH, fo mn^ a\xä) um^ 
gePebrt bte Statur ber .^un)e in 6{efer (Sleid^ung ; nt^alten fe^n» Qx tnttoih 
feit biefen ©ebonfen fe^r fc^ön in feiner ©eometrie/ unb t>w ber 3^^^ ^^f ^^^ 
biefed SSBerf erfd^en, er^ttten bie geometrifd^ Unterfud^ungen eine gonj anbete ^ 
Sflici^tung/ unb bie reiri geometrifd^ Setrad^tungen n)urben Dernad^täffigt. ®pä^ 
terbin enoeiferten Seibnig unb ^b» Semouffi biefen ^tbaaUn, inbem fte nod^ 
fotoob( bie, 93en)egungy oli aui) bit SSer^berung einer Rntot, bie entfpring«; 
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ti^cnn fld^ ^^t\ä) ttoci^ einer ober mehrere i^rer ^Parameter üer&nbem^ burc^ 
®(eid)uit9eit audbrficften« ~ %ber biefer ©cbanfe tourbe erfjt ^bd^ ^^ n^^^r aI^ 
fin ^bed 3a^r|iunbert fp&ter bur<j^ ÜRongt toeiter benu^t 9Ran gab btefer 
£e^re bett !Ramett analt^tifd^e ©eometrie« Sßtr Fennen baräber nur franjöfifd^ie 

■p 

Üe^rbüc^/ bie bei aller 5SortrejfIid)feit bie ©ac6e bodj nic^t fo umfaffen, wie 
cd gefc^e^en Wnnte \»xi^ foUte. — Sine geraume 3^'*^^^ Seibnij unb SVemton 
bemerfte mah/ baf n)enn f x irgenb einen algebraifd^en ^äbrucf ber t^eränber^ 
lid^ ©röfe x bebeutet/ unb xaoxi (äf t x um eine beliebige ®rö^e w junel^meU/ 
fo baß biefer ätufibrud ju f(x4rw) wirb, atöbann immer ber Ueberfd^uf 

f (x + w) - fx burd) w t^eitbar fe»), fo baf atfo «^ ^^— / wenn man aucb 

w 

w JRull fe§t/ (obtt)o^ bei biefer 93ejeid)nung ^^\<x yxvx» JRenner, inbem bie 
©iw'fiOTj burc^ w nur bqeicftnet wirb, oerfrf^winbet) ebenfaHd eine algebraifc^e 
gunftion oon x feij, unb baf biefc ^unftion eine geometrifc^e ©ejiebung ^abe, 
unb bie Sage ber S^angente an bem fünfte ber Äuroe, beffcn ^bfciffe x unID 
Orbinate f x ifl, beftimmen. 28enn f x eine bto6 atgebraifc^ gunftion oon x 
ifl, fo ifl immer bie neue ^unftion leidet toxwxi ^u beflimmen; wenn aber fx 
eine tran«cenbentate ifl, fo ifl.biefe« nici^t fo leicht 8eibmg unb !Rewton wtefen 
juerff, xo\t biefe X{Z\xt abgeleitete g^unftion in jlebem 5<^tt nac^ fi^ern iÄegeln fid^ 
4u8 jeber t>orgegebenen ableiten laffe, b. b» fie lehrten jcbe gunftion biffcrentiiren» 
3ugleid) bemerften beibe, baß, wenn Fx, <i)x ben ber 2tbfci(fe "x juge^drigeii 
Staum ober ben Sogen ber ,Äurt)e bebeuten, bie aud biefen abgeleiteten gu» . 
Honen ftcj^ burc^ fx unb i^re abgeleitete beflimmen laffem ©a fie nun ju/ 
gleich auci) fa^en, bap eine abgeleitete ^unftioin oollfommen burcb i^re urfprüng^ 
liijt beflimmt ifl, unb alfo aud^ umgefe^rt, biefe oud jener befhmmt fit^ti 
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muffe, fo btaijttii jicfcic Suabratur' unfc, Steftiftfotion 'bcr ituröeri mif bie 
3?td)imng Der urft>tängli(^en gwnftionen ani i^tm .ab^ütitttm , bA. auf btcQfm 
fegrafrecibnung* J)tcfe 2lnftd;ten tDurbnt nun aui) auf bic Äomptanation unb 
Äübatur^ber Äörpcr, /fott>ie auf bic JRcftiflfatton bcr Äutt)cn wn bo»)pcItetÄräm^ 
mung ^uSgebebnt &i6mj fa^e ferner nodf, baß aud> bic ^ö^ern abgeleiteten 
^unftionen eine geomctrifcbe 93ejicbung ^abeu/ uub baß t>on i^nen bie 93e|Kttv 
mung ber berö^renbcn Äurt^en abhänge» ©pÄterbin fabe man aud^, baß' ta6 
aUgememe unb nx'c^tige «Hauptproblem tet %nah)^xi, nämlii) bie Serma^btung 
ber ^nnffiomn in dtd^m t>on i'bnen gang abbängig feiy. 2tber nic^t auf bii ®eö# 
metrie unb ^nah^jtd allein ffahzn biefe ^unftionen einen fo großen (Einfluß/ fon:^ 
bern er erf?recfrftd).fogar auf tk ÜÄecbanit SBenn tin fdirperlicfeer ^unft bur^ 
ben 5lntrieb irgenb 'einer Äraft, beren ©tfirfe unb 9l{d)tung beibe entweber fon# 
flaut ober t>eränberlidb finb, gcnötbigt ijl, eine ^rt>e gu befd^reiben, unb man 
beji^bt i^tt ^nfte auf brei 'redjtminf lichte Äoorbinaten, unb fiebt fold^e'al* 
.gunftionen ber ^tit an, bie )^om ?tnfang ber SBirfung ber Äraft toerftoffen ijl, 

4 

fo ftcUen bie erften abgeleiteten gunftionen berfelben bie ©efc^winbigfeiten wv, 
mii) noeld^en ber ^unft nad^ ber Slid^tung biefer ^R'oorbinaten in biefem ^titpmft 
getrieben wirb ; burdb tk f^mxtt aber wirb bie (Stdrfe ber ilrafi nadb berfc^beii 
9flicl)tung gemeffen. SBegen biefen t)ielen SBeiiebungen ifl e8 nun leid)t begreifKiö^, 
töarum bie @rftnbung ber abgeleiteten ^nftionen einen ^olg erzeugen mußte, 
^4« feine ber frü^eim (Srfuibungen einen bettoorbrad^te* ©iefed (Inb nun meiner 
^(Steinung nddb ^i^ ^auptepodbeu/ tt>eldE)e bie J@eometrie unb ^nati^fid bü je^t ge^ 
babt b<tben; alled bad fd^öne, tDid^tige unb fd^arfftnnigt, voai mit ifyam erzeugt- 
nuttt, gehört jut StuftÄ^htttg tit^t ^ie^er, ' ■. - , 
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SBetttt man ftc^ fo bic ^ortfd^ritte bcr remcn 5D?at^emrttif t)Otflctlt, fe 
ergeben fic^ mand^erlei Q3etra(^tungem @d brängt {td^ ber @eran!e gerbet/ ob 
ti txi)i möglich xo^xt, etmad bem oufgejäblten ^ebn(tcf)e6 jur @m)j?tterung ber 
Jffiiffcnf^aft f^inju ^ufügen» 2t6cr waS fann-man fiifr biet S(Htejtanifc^tt^@eo^ 
metrie ober analptifAen ©eometrie Ste^nlici^ed benf en ? 2tu6 jeber gunftion laffen 
fic^ tt>of^( auf unj&^Kge ^rten anbere ableiten/ mad fi^nnen aber für folc^e no(i^ 
für ^e^te^ungen auf ©eometrte Abrig bleiben / ba bie ^ifferentialre^nun^ fc^on 
alle Hauptaufgaben atmfaßt? !Rur ein befonberer (Einfluß auf bie älnalpfid 
fönnte a(fo burd^ fie jltatt ftnbm/ unb baö fönnte bod> toießeii^t n>ic^tig genug 
n)erben* (Sd^on früher \iQis^zxK mehrere Ü){atbematifer geglaubt ^ bie ^nal^fU 

« 

f önne bärc^ bie Slufnabme neuer trandcenbenter $unf tionen / xok \. ^« ber ^x^ 
tifd^en Sogen unb Serec^nung t>on Slafeln för biefelbeu/ einen neuen @(^tt>ung 
erboCten; fie führten für ibre ÜReinung bie gortfdjritte biefer SBiffenfc^aft burd^ 
t\t ^ufnabme ber @ircu(ar$ unb logarit^mifc^en ^unftionen a% unb Ratten t^or^ 
iügtic^ bie oieUn ^ntegralformen / XAt \\i) auf biefe ^unftionen surö(ffi[i^ren 
laffen^ im 3(uge« ^Kein fo grof aud^ bie 3<^bt ^^^ 3ntegra(forme(n ifi/ bie 
Seirea unb (^(er auf bie dteftififation ber (^if)fe ^urücEftlbrten/ (6 flnb fte boc^ 
m'd^t fo fe^r in bie 9)>{atbematif eingreif enb/ bafi bie grofe ^übe^ n>e^e bie 
Skred^nung foldb^r Slafeln erforbert/ burdb ^^i^ S^Zu^en erfe^t toürbe» ^ur^ 
bie ^i^fitnftionen lourbe bie ^Trigonometrie bergefiellt/ unb bie (ogarit^mifd^ 
$unftionen gaben bie unf(^A|bare ^Ibfürjung '\x< ber Sledbnung, unb ebe man 
ctioad ^bi)(i<^^ fftt bie ettiptifcben ^gen audftnbig mad^t, toerben Slafete bo^ 
für nur eine -febr befc^rtofte SCnwenbung }^q!s>z\\. G^ ifi aber toieUeiiibt bi^d^ 
mdg(i(^/ baf ntan h^ ber Serec^nung unenb(i((^er ^%\\%n, meiere oft fo fd^totc^ 



xi% ift, haxawi J^u§en gte^irn fJttnte» — (?« giBt t)ießeid^t -rtod^ nii)t temcrfte 

, wib nod^ nic^t gehörig bJac^tetc anaMifd^e OpcraHenen, unb babei gunftionen, 
bie tn 53ejte^ung auf f!e ctwad ^el^nltc^e« leiflen, wie bte Sogarit^men auf bte 

" ^rit^metifc^en SSetridjtutigeu ; afcer man fann je|t freiließ mcf;td fagett, xoai bte? 
fen buttfefn 93cgriff erhellte, beim wenn man bog f önntc, fo wäre bie ©ad^e aud^ 
bcu £)od> finb fc^on 9Serfu4)e biefer 2Crt gemacht wprben, bie JafultÄten unb 
bte fombinatorifdjen Operationen gehören ^ie^en (Srfle itnb bid jegt offenbar 

- tM)n ben Slnafeften ju wenig bead)tet worben^ ©ne große ÜÄenge bon 3ntegra? 

tt.en/ beren numerifc^e ^evec^nung burc^ hit gewö^nlid^ ^erwanbhmg in fRn^m 

- (i<^ nic^t ausführen lÄft, fann burd^ biefelbe fe^r einfad^ bewerfjleßigt werben, 

itnb i^re JÄefationeit geben neue Hilfsmittel, Steigen fftr foldje ^it^<xX\vci ja 

. fnben, Xk einen beliebigen ®rab ber Stnnä^erung gewähren» Äegte iinb feid 
ie|t tson fe^r SBenigen t)on ber redeten ^vXt angefe^rn worben, unb baS W^,^ 
tige unb ©d^öne ifi burd^ einen l^ö^fi wiberli^en unb untauglich 3^i^^^^^fi 
t^erjledft unb entflellt worben» Unb fo ijl man eben auf bem ^unft** flefle^en 
jumöffert, baf xmn jwar feinen begriff ^abe, xovt bie ÜÄatfematif no^ eine 
(5pod^ l^aben fönne, bie \xk i^rer SBirf ung einer ber bisherigen gleiche; alfein b.a« 
war ttto^t immer ber ^atl, t^tmt neue eintrat a(6er ba« iff gewifl, baß jebe 
fetgenbc fA»erer »erben muß, benn biefe ^ijTenfc^aft gleicht in i^ren gortfcf^rit* 
ten ben ©ammfungen notürlic^er ©egenfJänbe; im Stnfang fann eine fol^e fd^neU 
»erme^ »erben, jemcf>r üe aber an»äd>fl/ befh> läitgfomer ge^ «ö bamit, 
3mmer bleibt aber biefe« ©tubium an (t(^ gut^.ebel unb för« ganje geben »om- 
wicfjtigjlen (Sinftuß; baber foH biefe« 0Jiemanb abbotten, fi(^ bemfelben gu »ib? 
" men, 3ubfm Meibf baö ©cbict biefer Sßiffenfc^aft immer boc^ unerf<^ö»)fli(^/ 
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uni) ed (äfft jiii^ noc^' uitenblidj toiel mae^eri/ baÄ fccj« ©anfcd ftcr 3eitgehe|Tett 

' .uttb bcr JRad^fommen tt)ert^ ifl, ob ti jle^t glctdj nid)t fo leidjt feijjn faiin, etwa* 

- fe^r SBidjtigcS ^en^orjuBruigeii, aW ed »or einem . 3fa^r^unbert »an ^^ 

glaube btefed ntcf^t beffet belegen ju fonnen, a(6 trenn' tdE) mid^ auf&ie ttoc^fle^ 

l^be Stb^anblung berufe» ©a8 ebene ©reiedt i|l Die einfac^fle geometrifci^e ^if 

gur, unb i?on bem erflen Urfj)rung ber ©eometrie bis auf bie jlegigen 3^^^*^ 

l^ben bie ©eometer ftc^ befhebt/ feine Sigenfc^aften ju erforfd^en^ obne biefe 

QueQe erfc^öpfen ju fönnen^ n)ie eben biefe 3(b^anb(ung geigt/. n)e(d)e eine ji^tm 

lidit fftcif)t ber merfn)ürbigflen unb fd^önflen l^ie^ergebörtgen ®ä^e ent^ätt» 

Da übrigen^ ber ^err Sßerfajfer mein me^rjäbriger ^uböxet gewefen ifl, fo 

/ 

enthalte id^ mic^ aUeä tt>eiteren SobeS ^ unb begnüge mid^ nur }u bemerfeu/^ baß 
bie ^rt/ bie er feinen ©egenftanb be^anbelt \jcX, einen fe^r ft^ftematifc^en ^o^ 
betoeife^ unb babei nod; ju eno&^nen/ bafi er fi(^ z\>iXi fo gut an toeit ^ö^ere 
@egenf[iinbe |iätte toagen fönnen« 

JreibuVg, ben i6» SK*i^ 18«» 
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QSoit Un ^itui^mfun bct Greife, mi^t t>i« bvn ^<iten mti ^vtl 
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S* 1. 



^efanntric^ ftttb für jebe< beliebige Hxti^d ABC Dtet uttterfc^^iebene/ feine btei 
leiten berA^rettbe Jtreife miili^, von totl^n nur einer innerhalb/ bie übrigen 
ober aufferbalb be^ ^reiecf^ Itegem 3Der erfie innerbalb berAb^^n^^^ ^ber 
«inbef(^riebene Stttii btxiljxt aUt bret Seifen be^ Z)reieM felbft unb befinbee 
ft(^ in ben Sbenen aOer brei üBinfel beffelben jugleidb* 3eber ber brf i Uiittn ^inß 
gegen/ tai ifi/ jeber anfferbalb berA^renbe Smi beräl^rt nur Sine ber brei 
Seiten felbfl unb bie Serl&ngerungen ber beiben anbern/ unb beftnbet fldi in htt 
fbene beö jenigen aSinfel«^ welcher ber t)on i^m felbfl berftl^mn Seite gegendber^ 
Itegn 

ferner wenn S ben ÜRiUelpunft bti einbef^riebenen Areifed^ MrfleSt/ fo ift 
gemAfl befannter Sonflruftion S {ngleidb ber Surc^fc^nittösunft bti bie WnUt 
CAB, ABC, BGA beö •Dreietf« ABC ^afbierenben (Beraben AS, BS, CS. Unb 
loenn S', S'S S!'^ ber Sr^unng nadb bie aRittelpnnfte ber üufferbalb berAbrnibett 
in ben Ebenen ber SBinfel CAB, AB C , B C A bef nblid^en Jtreife wtfltUtn, fo ift 
S' jttgleid} ber X)ur^f(^nitMpun(t ber (Beraben A S^, B S^ C S' , bereit erfle beii 
Sßinfet CABi bie beiben äbrigen aber bie StebenwinteC t)on ABC, BCA ^albterm; 
ferner S^' {ugteic^ ber iDurc^fc^ntttöpunrt ber (Seraben AS^ BS^ CS^ bereit 
iwiu ben 9Bin(e( ABC, bie beiben ftbrigen aber bie 9!ebenn>in(el Mn GAB, BCA 
latbieren; unb enbli* ouc^ S''' ber IDttrc^fc^nitrtpnnft ber ®eraben ASw, BS'"» 
C3'^ beren bfim ben SBinfel BCA, bie beiben Abrigen aber bie ^{ebeiiwinffl >Mii 
CAB, ABC ^albiernu 
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ata ölfo irte bcr ©erabett AS, AS' ben SBinfel GAB j^iifWcrf/ fo Kcg«. bie 
,btei 9>ttnfte A, S, S' iit einer geraben ?inie, »ad ebeh fo »en beii fünften B, S, S'^ 
iittb C, S, S'" gilt; fo baß bie Oetabeit AS^ BS'^ CS''' einanbetr im «Kittelpimfe' 
S bed einbefc^tiebenen ^xt\\t% burc^fcbnetben. Uttb koeil bie ®eraben AS^', AS'^' 
bie beibeit Webenwinfel »ort CAB halbieren/ fo liegen auc^^ bie Ranfte A, S", 8'" 
in einer geraben Jinie, toa« ebeh fo »on ben fünften B, S', S''/ «nb C, S', S'' 
gitt; fo baß ba« Dreiedf S^ S'' S'^' um ba« Dreierf ABC bef*rieben i|l- a)a 
übrigen« nod^ bie ffiinfel BAS''' = C AS" nnb B AS =z: C AS, fo (» bie ©erabe 
AS' fenfrecbt auf 8" S'" unb eben fo <i)xin BS" auf S' S'" unb CS'" onf 8'S"' . 
fenfrtc^t; fo baß bie ^infelpunfte A, B, C be« Dreiecf« ABC ^ugleid^ bie %vi^ 
j^iinfte berjenigen ©enfrecbten flnb , »elcbe im Dreiecf S' S" S"' q,vA ben SBinfet» 
yunften S', S", S'" auf bie gegenfiberliegenben ©eiren gefittt (Inb* 

» ■ ■ . . '■ 

. SKatt bejeid^c bie igyarbmejfer ber' «reife um bie «Kitterpnnfte S, S', S'^ S'" 

bet.£)rbnttng nad^ bnrclr bie SSuc^flaben r, r',r", r'" fo flnb befanntlic^ bie SBertf^ 

berfelben: ' ^' 

' T=!_1A_, r'cr— l^U-,r" = _iA_, r'" = -^^— 
a-j-b^^c -a + b-J^c a-b-|-C a-f^b-c 

IDO itadl^ ber gewöhnlichen Sejeicf^nungdart a, b, c.ber Orbnung nad^ bie ^^\\vx 
BC, AC, BA unb A ben Snl^alt be« Dreiecf« ABC bebe« tem 

9Rn(t{p(icirt man nun biefe ^uSbrAcTe ber t>ier^at6meffer ineinanber^ fo »irb^ 

rV r" r'" = . , , , . , , , ' ^"^ i T ^ / . i. — x ' «"*> ^«'^ (a+^+c) 

(a-f-b-j-c) (-a + b + c) (a-b-(-c) (a+b-c) 

(.Ä+b + c)l>.b + c) (a4-b.c>=3.i6 A* : ' 

rr'r"r"' = A* 

b. 1^. 5tt jlebcm ©reterf finb ^te ^älbmefTer ber t) (er ferne brei ©eitcn bc' 
töl^renben .Greife t>on ber Sefd^alfenl^eit, baß jiDifc^en bcm S'fcc^tecf aud je 
jweie« berfelben unb bem JRed^tedf au3 ben bciben übrigen ba« tjorgegebcne 
S^reied felfefJ ta« mittfcre geometrifc^e ^ro»>ortional ©rciedf ifl. 

S^feftr 6a$ ifl t)oh Khnilier. @r 6en>eifl l^n \^ ben Annales des Mathema« 
tiques par Gergonne et Laverne4e. Nov. i8i0. 1^. Yi ... 



• / 



- » 



SWuftipIicirt man je jwei mi jtpei SBertl^e bcr r', r'', r^'^(lt efitanber unb 

abbirt biV^obufte, fo wirb r^r^/4-r^i^^^+iy^r^^^ = , fA^<\^^t^V^} . 'i n / 
«nb wenn n»ati ben ffiert^ \)on A fabllitwirt: 

V r'' + r'/r''' + W' i"' = - (a + b +c)* 

b. fj. ©ic (Summe bcr ,brei Sle^tedfc aud je jwcien ^alBmeffern ber auf? 
Tcr^itb fcf ru^renbcn Greife ijl gleich bem Siuabrat »pm falben ttmfong bti 
©reiecfg» ^ 



S- 4* 



sA 



®ub(h'nifrt tttött in biefer ®Iei*itng au« §♦ 2^ a + b-f c = — / fofemmf/ 



IDeil A* '= r r' r'' r''' ift, r' t*'' + r' r''^ + r'' r'" = 



rf r'f rfff 



Httb r'(i'' r'' -J* ^^ ^ 



in 



+ r'^ r"0 =5 r' r'' r''', üRttUipIicfrt «tan baflegeit bie Oleic^ttitfleii r'V + r' r'f' 



+ r" r/(/ Ä- (a + b+c)« unb r = 



2A 



in eiitatibcr / fo ^at man auc^ 



d I - tj I I ß 

yf r" r"' es r (r'r" + r» r"'+.r" r'") = ~ (a + b + c) A 

2 

b* ff- S)ag fenfredite ^arattde|)ipeb aug ben brei ^albmcffern ber auffer^? 
\(Ah berü^renben ilreifc ifl gletc^ einem fünf redeten ^rtema, beffen ®runbflÄd)e 
entn)eber bie ®mnme ber brei 5Recf>tecfe auö je jwcien biefer Jg)albmeffer ober 
baS tjorgegebene ©reiecf felbfl ifl ; unb beffen |)ö(je, im erflen ^äU, ber ^afb^ 
meffer be« etnfcefc^riebencn Greife*, hingegen im jwciten ber l^albe Umfang be« 
^xtizdi^ ' ^ 

Wbxxt man bie ÜQert^e »Btt r^t r"« i^"; fo fotnmf/ weit: 

(a+h+c) [(-a+b+c) (a-b+c) -p (.a+h+c) (a+b>c) + (a-b+c) (a+b-c)] 

SS (-arl-b + c) (a-b + c) (a^-b'c) ^»Sebc, 
r> + X" + r'"a(-'> + ^+'^)<*-'>+^«^Ha+b-c) + 5abc ^^^^ ^ | 



!•-, 



/ - 
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\ 






/ 



• 



1 / 



/ • 



I 



% 



^ / 



I 







f.a+b + c) (a-b+'c) (a + b-c) w'«w rrr «• ...- ^ ^ 

\ ' ^ ft A -^ ^' werntR ben ^alömcffcr be* um ba« 

Sreiecf ABC befc^riebcnen Jtreifed »orflettt/ befantttfic^ R=: -r-/ wof^cr mau er# 

b» ^^ ©le ®ammc ber .f)al6mcjTcr bcr brci auffcpl^alfcf berü^renbcn Ärcifc 
tjl gleid^ bem ^ölbmcffer bcÄ einbcfc^ric&cnen famint bcm bo?)pelteu ©urd^mcjTer 
t)ed umfcefi^riebcnen JlrcifeS» 

tWttftipIicirt «au jeben ber J^albmeffer r', r", rw turc^ r unb abbirt bie fJroi^ ^ 
bttfte; fo fommt/ »eil: 

(.ja + b + cXa-b + c) + (-a + b+c) (a+b-c) + (a-b + c) (a+b.c)=« 

4(ab + ac+bc)-(a+b + c)*^ 

rCt' + r^' + r'^O = aJ>+ac + bc. ;j^(a + b+c)^ 

5h«l ifl au« §• 3. r^ r'' + r' r''' + r'' r''/ == i. (»+ b + c)^ 

4 

SIbbirt man bemuad^ Meje beiben ©(etc^ungen / fe ersiebt ftc^ : 

rr''^ny'4-rr'^' + r'r'' + r'rW + r'V Ä ab + ac + bc . '♦'. (i) 

b, % 2>ie @umme ber fed>d Sle^fedte au* je jwefen ^alBmeffern ber t)ier 
berü^renben Greife eine« ©reiecf 8 tjl gleich ber ©umme ber brei Slcc^tcdfe (xyxi 
jt jmeien ©eiten feeffelben» 

3ie§t man hingegen bie erfle jener beiben ®(eid^ungen dpu ber ^tWtVi o}^t fo 
»irb: 

b* ^* ©ie (Summe ber brei SÄed^tecfe aug je jn^rien ^albmeffem ber fcret 
Äuffer^att berü^renben Greife, fertiger bem Slec^tedf auÄ ber Summe bicfer 
^albmeffirr in ben ^albmeffer beS einbefc|[rie6enen Äreife«, ifl gteic^>cr ^al&cn 

©umme ber tiuabratc txsn ben ^txivx be6 ©rciccfd* 

■ ■" . » 

- ; 1 . >«. 

aBtÜ. r'* + t"' 4« r"" =3 (r* + 1^' +V")* - 9 (r' R' + r' r'" + r" r"0 fo- 

»ftf* »a(^ 5.3. i.i ' V 

jf/a^-K/M-f r"'i = (r-f4B)».'-Ca+b + c)» " 

2 



t' 



^ b, $. ©IC Summe bcr tHudbratc wn ben ^alßmeffem bcr bret auffcr^lfc 
Bcrüj^rcnbcn Ärcifc ifl gleich ßemöuabtat wn ber Summe au8 bem ^albmejfcr 
beS einbcfcfjricfecneh ÄreifeÄ unb bem ^opptUtn ©iir^mcffer beS umbefd)rie6enen^ 
toftttöer bem fealben tluabrat t)om Umfange beS ©retecfd» 

aSit werben unten §• 28* «oc^ einen anbent HnJbrttcf für 'bie ^iimme ber 
Qnabrate biefer ^albmeffer .erhalten* 

' SEenn D, E, F bie ®etÄ^rttrtö«punfte Ui (n bui Srefecf ABC ^[(^(efienen 
Äreife« mit ben 6eihrn BC5 AC, AB bcffeieenftnb/ fo i(l: 

' ADEFj=2 A-AAEF-ABDF - ACDE. 

SKutt ifl, nad^ einer befannten Siäenfcl;aft, Ui ÄreifeS AE= AF=2 i (- a+b+c)^ 

olfo tüenn tüte burd^ bk Sud^ftaben «, ^, y berDrbnnng nac^ bie ben Seiten aj^b, c 

jeflenÄberfiegenben SBinfel be4 Sreiecf« ABC bejelc^ncn/ A AEF =: r (-a+b + c)* 

sin«, unb »eil sin« = r^/ fc i(l auc^: 

4 ba , ^. 4ac . 

. .(a+b.c)*A* 
4ab 

6ttb.flituirt man biefe JIBert^e im Slu^brucf t)0U ADEF, fo (ommt/ ia 

4 a b c . a (- a+b+c)* - b (a-b-f c)* - c (a+b-c)^ = (- a+b+c) (a-b+c) (a+ b - c), 



ADEF = 



2R* 



Xa ba^ Eretecf D'E'F^ weld&ed bie SJeröJrnngipunfte D', E', F' be« aöffern 
balb ber%enben in berSbene Ui SBinfeK CAB befuib(i<|^n Jtreifed mit ben @ei# 
ten BC, AC AB be« Dreiecf« AT3C bilbeu/ ganj auf bie nemlid^e SBeife bur^ 

ben J^albmcffer r' :;= ' fi^ , — benimmt wirb/ Moit iai eben befradbtetc Dreierf 

-ä + b + c ^^ 

DEF burc^ ben ^albmeffer r =2 ■ , unb man jenen JE)aIbmeffer ani bie# 

fem er^(t / wenn man in bem Sludbrucf bed legten a negativ fe^ ; fo wirb matt 
Uid^t erfcnneu/ baf| ft^ berSQert^, beSZ)reiecr^ D'E^F^ fog(eic^ ani bem gefunben 
um Ui 2)reiecr« DEF ableiten I&pt/ wenn man im UijUn -a flatt +-a fe^t^ 



\ ^ .. 



»i \ 



Sr^citfn VDirb r {it r' nnb +I\ ju -R, bins^ft^lt A bleibt lutflfSnbere tmb H totrb 



bemna* A D' E' F' 






/ tüo ittbefTen bad Setcf^n (-) nid^t in Seffac^rmia 



fommt/ ba wir ^ier nur ttac^ bem abfoluren 3Bert( bed Dreiecfd fragen. 

Sbett fo ergeben. ftc^ bie Slu^br&cte f&r bie beiben ilbrigen Sreiecft/ meld^ bte 
93erA^ruttgdpunfte ber Areife t)ott ben ipalbmeffern W^ r''' bi(bett/ wenit imur in 
bem 9Bert^e be« 3Dreied« DEF filr bad erfte^-b (latt -f b unb fAr bad attbm -c, 
(latt+c fe^t; fo baß man ottgemein / wenn *, (K d", ^'' bie 3nf>alte berjenigen 
^reiecfe bebenten/ welche bnrcl(^ tue i8erul)rungdpunfte ber jtreife 9on ben «^albmepi 
fern r, r', r'', r''' beftimmt flnb/ er^jalten wirb : 

£ — ^ ^ £^ _ 1'!! -, A 

, Unb ti entfielt ^ieranö ber ©a^: ^ jebem iDretecf ^tx^&lt fiif badjemge 
©retecf , noelc^eS burc^ bie ©erü^rungäpunftc irgcnb eine« bie brei ©citcn bed^ 
fe(6en berii^renben ^etfeä Beflimmt tbtrb/ jum ^vorgegebenen mie ft^ t>er^ä(t 
ber ^albmciJTer eben biefed ^reifed jum £)ur(l^mefrer bed um bad 9ege6cne 
©reiedt befd)tie6enen* 



S* 9* 



\ " 



Slbbirt mött bie fo eben gefnnbenen StBert^e berlüreiecfe <r', (J", (J"' gu einanber^ 
fo fommtr weil wir in §.5* 1^+ i'' + r''' = r + 411 gcfunben^aben/ rf'+^'-f*-'^ 
= '-^+2Annb ba (§.8.) *= "-§/ - - » ' 

*' + *'' + *''' = *+ aA- 

b. ^. SBenn man bic 95craf;rnn9^))unfte eineö jcben auffer^alb beröjrenben 
unb a\xi) bc^ einbcfc^rtcfcencn ÄreifcÄ burc^ ©erabe mit cinanber berbmbet>^ fb ' 
entfielen i>xtt ©reiedfe , v>on n)eld)cn bie Qn^ältc ber brci erflcn jufammetigcnom^ 
m^n gleich finb bem 3>tt^alte bc3 legten fammt bem ©oppcltcn bed borgegebenen 
S^eiccfS* 

Z)a bie ®erabe AS fon)o^( bie EF ali auc^ ben SOinfel C AB fjalbittt, f^ ^ 
ifl -EiFs r cos i«; mitbin: ' / 



1 . 






s 



cos — «» 4- cos — ß* + cos — y' 
2 a 2 



EF=2rcos~«; etcn fo DF=: 2rcos Iä, unb DE £=! srcos^T 

ergebt man biffc brei 3lu^briicfe in? Ditabrat, fo ijl 5^ + l)F+ EF* = 
ÜY^ (cos-^a* 4- C0S---/3* + cos— /y»)/ unb btäcft man bicfe 6o(inud ber ^aU 
Wn UBinfcJ burdj^ bie edten mi^; fo wirb, weil: 

»(-a+b + c) + b(a-b + c) + c(avl-b.c) = (-a+b+c) (a-b + c) + 
> (.a+b+c)(a+b.c)^+ (a.b + c)(Ä+b.c), 

xac^ einer §« 5* angege()enen Umformung : 

2 ^ 2 R * 

nnb alfo nac^ §.5. " 

R • 

Sber .— » X _» % 

DE + DF + EF: 2r^ :=iy + r''4.r^' : R 

*♦ 1^* ^n jebcm ©reierf ^er^Ält fÜ^ bie (Summe 4>er ßuabrate t>on ben 

Seiten beSjlenigen DretecfS , »eld^eg bie 53erüftrung*punfte bed einbefci^rieBettett 

Greife« bifben, jum boj)j)eIten Ciimbrat t)öm ^albmeffer biefcö Äreifed, wie fi(i^ 

' ijetl^Äft bie ©umme ber J^albmeffer ber brei auffer|^a(b feeräj^renben Jlreife mm 

^albmeffer be« umbefi^riebenen* 

^ Um ben ®ert^ V)on dHb^'V D'E^+e"^^ ju ermatten/ fege man nur, sleic^ 
wie o6en (§.80 bei ber »ejiimmunä be« ©reiecf« D' E 'F' ani bem aSreierf D E F, ^ 
in bem SBert^e t)cn iiE + BF + EF (latt + a, - a ; fo t^erwanbeln ficb r, r', r'', 
r''^ R ber Drbnung m(^ in r^, r, . r'^', . r'', - R unb ölfo dHe' + D^' + E^' s: 

• ■ • R , . V • ^ ^ " ■ '' 

^ - eben fo ergeben fic^ btc^njbrfirfe ffir bieDnabrate wn ben Seiten Itt UU 
Un ftbrigen Dreiecfe, beren Sn^alte wir oben bnr4> *'',>'' bejei^net ^aben, mmi 

Irtan tn bem ÜBertf^e t)on DE4- I>F*+ EP für bad er|le -b flatt +h nnb für 
tai Änbere - c (latt + c fe^t ; fo bag man, wenn bfe fBnc^ilaten d', e', f 5 d'^ c'', V^j 
d'^ e'", f'i bie ©eitert ber Dretecfe *', ¥', #''' anieigen / crjalien wirb : 



t « 



8 

jfi 4. e?* 4. r* : ar'» = r" + r'^' . r : R 

b. 1^* 3n jlebem JOrcicd ^tx^lt fid) bfc (Summe Der ßuabrate DCtt -bm 
(Seiten be^jenigen 2>reiecfd/ n)e(d^ed bie OSerA^rungöpunfte irgenb etned feiner 
aufferH^ terft^renben Äteifc bilben, jum bo»>»)e(ten Duobrat t)om ig)aIb!snefTer 
biefc6 JlreifcS , tt)ie ftci^ t)er^&ft bie ©umme . ber ^albmeffet ber beiben äbrigett 
aujTer^alb bertl^renben Greife/ n^eniger bem ^a(bmefTcr bed etnbefd^rie&enen gum 
^atbmeffer beS umbefd^rtefeenen ÄreifeS* 

ÜBir werben üMitni auf bie ^etra^tung ber ^tittn biefer ^reiecfe f, d^ i", 
Vf' nod^ einmal §• 69« 70« ^uricf fommem 



8in -r tt ^^^ 7 p Sin X- y 

sin ^ » sin 7 j3 sin i[ y 

^m ift aber tüenn man iic @inud biefer ^a(6en UBinfer burd^ bie Seiten 
barfteUt: ^ 

. , . I « ^ 1 ^ (-a + b + cXa^b + cXa-fb-c) _ r ^ 
sini« sm^^ s^mTr = 8l^bc~" ^ 4R » 

folflHc^ : 

AS. BS. CS t= 4r»R 

Se^t man (ierinn nad^ unb nac^ a, b, c negatit)/ fo erl^&It man ferner/ it^enn ' 
ttian V)on bemS^c^en (-)/ mit ml^tm biefe 9{efu(tate erf(^etnen n)erben/ *aK o^ne 
.<5infltt0 auf bie Setrac^tung i^rer abfotuten ®r60e/ abflra^irt: 

AS' .BS' • CS' = 41^* R 

AS" • BS" .CS" = 4r"« R — 

AS'" . BS'" . CS'"= 4r"'^ R 

^ ^. X)er !0littel))unft jlebed t>ie ttti ©eiten «tne^ S>retedfd BerÖ^mibM 
Jheifed liegt alfo/ t>a^ baS fenfrec^te ^ataMtpipth auS feinen bret 3(t>f}änbeii 
«Ott bm 38tttr^())uitftm m ^dtdi %l^ tfl bmt fettfrec^tnt ^nxfMtpmb, 



* 
\ 



. • ■ » 



öeffen ©ninftflfic^e bau C^abrat wnt .©urci^mtffer ^irfed Äreifeßiil unb bcff^ti , 
.^ö^e ber ^afbm^iTer Ui umbcfc^riefccncn» 

V . . aBenn man um bie Dreiecf e 

BCS, ACS, ABS j BCS/, ACS', ABS' ; BCS", ACS'', ABS'' ; BCS'", A^S"', ABS'" 

^eife befct^retbt/ unb bie .^albmtffcr itvitlbtti btt Dximtii md) hüx(^ fol^tnit SSnd^p 
Ilaben »orfte Ilt: 

2t, 33, ß; 2t', '»',6'; 2t", 95", (S"; 2t'", »'"/ 6'"^ ' 
fo i(l 21= — ^/.vr-i ttwb wenn man bie SBtrt^e »on BS, CS fubflituirt, (t> 

fommi, »eil ABCS =-i an 

3 

St= - /. . , — ; eben fo 53 = --T^^-j — 7-7— ,unbS=r 



2 sin j ^ sin i y 3 sin ^ « sin ^y 2 sin ^ « sin ^ j3 ' 

gjlultiplicirt man biefe brei ÜBert^e in einanber, fo fommr, »eil (§. lo.) 

sin — «sin-^rySsin — y 5= --^ fjl, 

a 2 2 4Jtl 

2tQ3e=3rR»; 
9^, mm man iit^irfcm 9(u^br«(f md^ unb mdf a,b, c mgati« fc^f/ 

^ , - 31' ©' 6' = ar' R» 

54'^©'' e"=3 3r" R» 

b4. 3« jribem ©rt ierf iflta« f«nfred>tc ^araOdeiMpeB ou^ bot J£>al6meffem 

berjenigen btei Äreife, n>eld>e burc^ bm 9BitteI»)unft irgetib mti feiner l&erä^ren* 

' ben Äreife «nb je jweien feiner 2BinW|)unfte ge^en, gleich bem fenfrecf>ten ^arqfr 

lelewipeb, beffen ^ö^e ber ©urdf^totefftr biefed legten Äreife« iff, «nb beffen @nmb* 

f[Ä(j^e bÄ* Shiabrot öom J^aftmeffer be0 «mbefc^riebenen» 

. S» 13. 

t 

~ Sr^efit miut bi; SEBrvt^ ber 3(, ^/ @ Ua £lii4br<it unb abbirt fte, f« f^iniRt 



( 



*- ^ 
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3t» + 5Ö» + e* := ''*(""TV+»inj/g'+.m^y«) ^^ ^^^ ;[^^ j^ j ^^^ ^^^^ 



1 



• i 



4sm7«* sia^ß' sukigy^ 
i _ . . . i ^ . 1 

3 



fiefttttbeti f^aUn, baf cos -^ «• + cos -1 j8 * + cos ^ »* s j -f ~ ^ fo i^i 



% r 



sin — Ä*+sin — fl*4-8ia — 7»=5i — =r» - 

unti alfp, iDf tttt man aud^ sin i. « sin -. ^ sin i. y s -^ im obi^m »»«briirf firtu 

a a a 4H 

pUttirr: - 

b* fj* 3« i^l^^w ©retccf tfl bie ©umme öer Dualrate t)on bett i^^alBmeffcm 
bcrjienigctt brci Greife, wctd)c ftutd^ bcii ÜRitteli)unft bcd einbefc^riebenen unb je 
jtt)ci SBiiiWpunftc beffclbert gc^n, glei* bcm 9lcd)terf au8 bem ©urc^meffer be« 
iimbefdjrtebciten ^ctfc8 in bcn Überfc^uß biefeg ©urc^mefferd über ben Jpalbmtff 
fer jlfttcÄ einbefc^ritbencm 

SBerwanbeU matt in biefem Sn^brucf m^ unb nac^ + a, 4i b, + c itt -a, - b, . c 
f«u f ommt a\x^ : 

5l'V+S3'* +G'* = aR(2R + r') 
21"* +jB"* +e"* = aR(aR + r"); 
51///» ^ ig///. + g///» = 2 R (3 R 4. r///) 

b* ^* 3fw i^b^tw ©reierf ifl bic ©umme ber Quabratc t>on bcn ^albmeffeirri 
betfjicmgeti brci^itife, weld^e bur^^ ben 9Wittd»>unft, irgenb eine« miffer^albberü^^ 
renben unb je }n)ei Sßmfelpunfte beffetben gebn , gleich bem Stec^tecf aud bem 
©ttribmeffer bed umbefc^riebenen ^cife« in bie ©urnrne biefe« ©urc^mefferd «nb 
be.8 J^albmefferg jiened aujfer^alb bent^renben» 

gRuItipIicttt matt bie in §• lu angcgebetteit ?Oere^e t)ott AS, BS, CS ber Örb^ 
iiiwg nac^ in bie \jou 21, 35, S> fo ijl AS . 2t = BS . lö ^^ CS ♦ (5 =: 

. ; :— > ttltb alfOy »eil sin -i- « sin J* ä sin — y ä — ■ 

asinj«sini/asiniy » a '^ a ' 4R' 

AS • 21 = BS • iÖ == CS ; e = a r R 



11 

Ct^t man Uttiti nad} nnb ttaij a, b, c »t^ativ nnb betrachtet blof bie abfofit« 
teR SBJert^e biefer Slefuftate fo er^&ft man noc^: ' 

AS' . 2t' .'<=. BS' '. ©' == CS' . G' = 2i^ R 

^ AS" . 31" = BS" . ©" = CS" . G" = 2 r" R 
AS"'. »'"= BS'"*. S3'"= CS'". (5'"= ar/MR 

b. ff. 3[n jebem "©reied ift baS JRec^tedf mi bm SlfcfJanbc bed ÜÄtttelpttnf* 
teö jicfced feine brei ©eiten berü^renben Äreife« t)on trgenb einem fBinUlpmtU 
beffclben in ben J^albmeffer be^jenigen Greife« , tt)elc^er burd^ bie beiben übrigen 
SBinfelpunftc unb jenen 5D?itteIt)unft gebt, gleidb bem boppelten 5Äec^tedt aui ben 
J^albmeffem beS umbefd^tiebenen unb jleneS berü^renben Äreifeg. 

' Da man leicfct erfennen tt)irb, ba§ f[d{> um bie SBieredFe BCSS', ACSS'^ ABSS'", 
fo tt)ie xivx BCS'i^f", ACS'S''', ABS'S'' Ärerfe befcbteibeu laffen, fo folgt : 



a =z= 51' =- SS' 



« t= 93" = -^ SS" g :::= g''/ j^^ i. SS''' 

2 a 



5t"= 21"'=: — S" S'" 58'=: 95"'=: — S' S'" 6' =: g" = — S' S" 

* ■ • 3 2 2 ' 

!DIan fe^e nun »teber jur bequemern Ü6er(tcbt bei^ folgenben 6aku(d: 

S S' SS A S S" = B S S'" = C 
S"S"'s=: A' . S'S"'= B' S'S" = C 

fb l^at man au« §• i3. biefe t)ier ©feid^ungen: * 

ABC = i6i: R* . . • ♦ . (1) 

AB'C'= i6r/ R» . \ , . - (0 

A'BC'= i6r"R« (3) 

A'B'C = i6r"'R* \ . • • • . (4) 

gRttItt))(tcirt man bie bret legten ©lett^ungen tn cinanber unb btvibtrt bie fo 
tntßanbene bttr<* bie erfle; fo fornrnt, »eil (§.3.) r'r"r"' =5^, A'B'C'ä1£^-^; 

wnb,ba7 s=7(a + b + c): 

A'B'C sa 8(a4-b+<s)R* • 

SRan btvibire mm bieft (Bleic^na m^ Mbnac^'burc^ bie ate/ 3te mib 4te bec 
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'oni %* 19; ah^tUittttn, fo entfpringett brei^neue ®le((^ittt8ctt/ nhtßllä^ {mifd^en A, Af 
itiib B, Ö^ itnb CC, öu« »el*ett man bie A,B, C öurd? A', BS C fudje. 

©ttbfHtttitt man tiuit bte bur((^ AS B', C aadgebtftrften ffiicrt^f ber AyB, C. 
ttad) einanber {tt ber itett ABC = i6r R'» fo ergeben fidi ngidi ge(^inger SearbH^ 
tung ttoc^ folgenbe brei @Iei4)ungen : '. 

_. . AB'C = a(a.b + c)R« 

ABCy= : (a+brc)RV 

SBenit man biefe abbCrt, fo fommt/ X>a wir auc|^ A'B' C ä 8(a+ t+c) R* 
flefttnben tjahtn : . - 

, A'B'C'= A'BC + AB'C + ABC = 8(a + b+c)R* 

b. ^* ©ic brci ^itttlpnnttt ber auffer^b berü^renben Äreife "^aScn eine 

fötd^eCagc gum ÜRittctpunft bei einbefi^riebetten, baß iai fenf rechte ^ataMtpy 

. ,' |)eb au8 i^ren SlbjlÄnben t)o« etnanbei' felbfl, gleich i|l ber ®umme ber bref fent 

* . redeten ^arattelepipeben wi ben 3tbflänben je jtt>eier terfelben t^on einanber unfr 

tom 5!ÄitteIpunfte beS einbefc^riebenen ; unb gmar glefd^ bem fenfrecfeten ^araUet 

'e^ipcb, beffen ,®runbf[Äd)e tai Ouabrat wm ©urdjmeffcr be8 umbcfc^riebenen 

Äreife« ifl, unb beffen ^p^ ber bDp»)eltc Umfang beS ©reiedt«,* 

S» 10. « 

9Iu^ S. i5> ^At matt tttitJgtäife (er («Itcti ctiisef%tett Seteid^ttiüttg btefe vier 
dtelationeit : 

, A»+B» + C« = 8R(3R-r ) » . . . (i) 

A» + B'»+C'*=: 8R(:B+f') . . . . (a) 

, - A'»4.B* + C'« = J)R(9R+r") . ... (3) 

- A'4 + B'»+C* = bR(aR+r"') . . . . (4) 

SIbbirt man bie brei legten 2ttiammen unb )ie(^t wn biefer Summe bie i^rfle ; 
ob/ fp wirb: 

A'* + B'*-^-Cy* = 8RCiR + r)=r SRCr^ + r'^ + r^'O 

b. ^. ©ie 9Kitte{pttnfte b«r brei aufer^b berü^renben Greife Xxt^itn alfo, 
baß bie ©umme ber C2uaorate i^cer ')(bil>mbe t>on einanber^ gleich iji bem bo))f>e(^ . 
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Un JÄed^tcrf ÄuS bct ©unimc ber ©urc^meffer tiefer greife in ben ©uriä^meffer' 
teÄ uih b'ag ©reiedf bcfd>riebenen ÄreifcÄ* ' 

SBenn man bte fo ebe» gefunbette (SUi^vm^ )U.ber erflftt |itt}Utl^ttt^ fp fbmnU: 

A* + B* + C* + A'^+B'* + C'« =3 Zi8R* , 

un( lit^t man tton btefer na^ einander bte ztt/ 5tt unb 4te wieber abf fd gewinnt 
man noc^ foigenbe Dielationen : 

A" +B» + C* = 8B (4R - r* ) 

A* + B'* + C» = 8R(4R-r*:) 
A»+B*+C'*-:8R(4R-r"0 • 

b. ^. ©te Summe berGuabrate t)on ben bret Stbjlanben irgenb jweierSRit^ 
telputilPte ber ouffer^alb berü^rcnberi Äreife wn'einanber unb t)om SKitteI?>ttnft be« 
einbefc^riebencn Greife«, tfl gleich bem t)ierfc^d^en!Äe(]^tcdf au* bem SDur^meffer beö 
umbefd^riebenen in ben Überfc^uf biefed bopt)eIten ©urd^mefferd über bm S^ath^ 
meffer bed ixittm aufferl^alb berü^rcnben Äreifed» 



S. 17. 
♦ 8(tt« §. i3* Vfomntt man fofgenbe 9?cIatiotteit : 

AS .An BS .BrzCS .C=:4rR , ♦ • CO 

AS' . A = BS' . B' = CS' . C = 4r' R , ♦ ; - c«) 

AS".A'=: BS".B = CS".C'= 4r"R , ' r \. (3) 

AS'".A'= BS"'.B'=: CS'".C = 4r"'R . , . C4J 

!Rtmmt man bte er(len leiten ber brei legten 9ie(attoncn 2ufantmen/ fo fornrnf^ 

W« r'4- r" + r'" = r + 4R unb AS" + AS'" = A' i(t, AS' . A-f A'* =: 4rR 

+ i6R^ ©ubjKtttirt man hierin an« fllelar. (i) 4rR = AS. A, fo fornrnt, weit 
AS'- AS = SS' = A, A*-+.A'^ =: löR«; welc^^tt SBert^- man auf Af^nKcfeem 
SRjegr fOr B^+B'* unb C* + C'* finbet, fo baß: " 

■ -^ A^ + A'* = B* -f B'« =: C* + C'^ = i6R* * ; ' 

b. Ij. SDie 5WirteIpunfte ber mx Greife, tt>elc6e bie brei (Seiten eincS "^tcU 
ecfö berül^ren, liegen alfO/ baß täi ßuabrat vom 2tbf?anbe je jmeier t)on etnam 
ber^ lammt bemXiuabrat vom ^bfl^nbe ber beiben übrigen wn einanber^ jeDe*^ 
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mal Wtt berfettcn ©roffc i(l; nrtb j»ar gleirfj fcem meifa(i^en C^uabrotr w» 
©urc^meffer be* umbefd^ricbenen ^cife«. 

Jgjierau« folgt miimtteI6ar/ baß A* + B< + C*+A'« + B'* + C* = 48W 
tDefcf^e ditlatien fc^on im S» i6. ))prgefomineit t|l« 

§. 18. 

^att n>trb leidet ctnfe^ett/ aud n>e(cbem ®tunbe toit in S« 12» 13* >4* bie H^ 
fpttbert Seilet c^tiutig ber @eraben A, B, C, A^ B', C noci(^ beibehalten ^a6em 0^ 
biefe n>&rett bte bafe(b|l aufgeführten @&$e fct^merlid? gefunben »orben^ nnb vb. 
^aben )itgleic^ ben Sortbei( erlangt/ bte 38ertt)e btefer Linien nid^t nniiiitte(bar ort 
ber S^fl^^^ burdb geometrifc^e !Betra((tung ableiten ju mäffen; n>obur<j(» fona4 Äk 
@&^e t)on §. 12. an b(od aui ben 9Bertt}en ber 3(^ ^, Q bnrc^ reinen Saicul rittw3f 
Mt twrben fonntem 

3nbem mir äbrigend bter biefe Sleibe Unterfudbungen abbred^en/ mad^e ic^ auf 
eine in §« 1. gemad^te' SBemerfung anfmerffant/ nadj n>e(cber bie SBinfelpunfte bei 
JDreierfd ABC jugfeicft bie gußpunfte ber ^erpenbifel im SJreied S'S'^Sw fidb. 
^iefe Semerfung t)eran(aßt und/ nun ba6 £)reiec{ S' S'' S''' afö @fementarbrete(f ä»^ 
}nuebmen/ nnb bie übrigen ®täcfe ber ^igur an^ biefem berjuleitem 9Btr ti>efbeii 
bierbnrd) im (Staube fe^U/ fernere bemerfendn>ertbe @igenf(^aften biefeö S^flemt 
t)on Siaumgtoffen n)eit einfacher unb jterlicf^er ju gewinnen / a(d ei l^ier sefc^^n 
finutc» 
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Stocittt «bfc^ttitt 

^om S^urc^fc&nttföpunfte btt ©enf recjjten , welche au« ben QBtnfeU 
punf ten eine« SDretecP« auf Die geöenöberiwfltnöen ©eitw gefiJllt fin&. 



^f^ttit matt a\xi bett brei SOinfelpunftcn eines beliebtgeit X^reletfl ABC auf bie 
gegenÄbcrliegcnben ©eften beffelben bie Senfrec^ten AM^ BN, CP fittt/ welc^^e fi* '^^•' 
ielantttlid) in einem nnb eben bem(e(ben $unft O fct^neiben/ fo beflimmen bie ^u^^ 
fünfte btefer ©entrechten ein ^reiecf JüINP, melcbed barum mer(n>ärbi0 ifl/ weit ti 
unter allen in bad Sreiecf ABC befcf^riebenen Dreiecfen ten fleinflcn Umfang b^t % 
di n>irb baber nicbt unintereffant fe^n / biefeS Dreiecf ni^tt )n betrauten/ unb toor 
allem feinen Umfang unb 3nbatt felbft/ fo iDie iai S^erb&irniß beider jum Umfanff 
nnb Snbalt be« V)or9egebenen ©reiecfS ABC jn beftimmem . 

SIgenn .n)ir bie im vorigen Slbfcbnitt gebrauchte SeteicbnungSart fär iai Dreiecf 

ABC beibebalteUf fo i|l AP = bcos«, AN :;i2 ccos«, alfo NP*= (b» + 

c'^ - 2bc cos «) cos cc* ; allein b^ + c^ » 3 bc cos « = a*, fofglicb NP =: a* cos «^ 

tlttb ' NP= acos^; eben foMP= b cos^, tttlb MN== ccosy; 

ober^ noenn man bie SoffnuS bur«^ bie Seiten audbrilcft : 

MN=*ii±^H:>. MP='±ii^i±i:>. NP=='iiii+'''+£:>.' 

• 3 ab 2 äc 2bc 

SIbbtrt matt biefe brci SBertbe/ fo »irb, »eil: 

a» (-a» +b* + c») +.b*(a* -b* + c*) + c» (a* +b» -c*) = 16 A*, 

fiA* abc -' 

' MN+ MP + NP — i^; und, ia-j-^z=^fiy wo R toif; bi^^r ben^&afbmeffet^ 



abc 



4A 



bef um ba«.2)reie(f ABC bef*riebenen Äreife« t)or(lettt/ fo fommt ber gefachte Um* 
fang' " V* MN+MP+NP = ^. 



*) 8«dnAn! (e(»tte Me8 DieKefcbt auerf( !n brr ^Ibbonbl. Problemtta ^uaedam ad methodua 
*MXf et aia* ^apettantia« AaU £rail« aena. Juaii 1776. 
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SttflW* ifl B (MN + MP + NP) =: a A. 

/ b4. ^i »ccljtecf auö bem Umfang &cö ©reiccfd MNP in bm \&aI6mcj> 
fer t)c8 um bad 5)rciecf ABC tefc^riebcncn Ärcifc«, ijl glcicf; bcln boppcftcn 3tm 

5jl ba« Drciccf ABC (iumpfwitiflia j. »• 6et A, fo wirb bif, biefem flumpfeii 
Jffiinfel gegenÄberJkgewbe, Seite NP be« Dreiecf 6 MNP im Umfange negatit), fo bag 

/ aWbantt mN + MP - NP = i4. , Diefe Semerfwng- gilt eben fp fftr bie folgen^» 
bcn ©ige» , 

üRdtt fhüt in ebe4t biefem DreiecTe ABC avii irgenb einem ber betrad^teten 
gl8.5. giißjjunfte j. ©• aud p' in ber ©eite AB auf bie beiben anbern ©eiten AC, BG 
• ' ^ic Senfrecbten PG^PH, unb tierbinbc bie gußpunfte G, H.berfelben burc^ ^H®tf r 
rabe GH, n)elcbe toix in^ntixn^t biircb Q ^otdiücn mollen» 9Beü fic^ nun um bd^ 
»ierecf CGPH ein Sreiö befcbreiben Idßt, fo i(l ber fflinfel GPH = iQoj.y nn\> \ 

90 r «, fofgli« 0'= PG ±!^; aKein, »eil CP = 1^, fo i|l PG = , 
cos «, uttb ba auc^ siny = —^ , fo wirb Q = jf wnb : 

• QR = A- 

23a übrigen« in bem SEBerr^e i>cn Q jjebe btr brel ©eiten bed^eiecf* i^BC 
gleichförmig oorfommt/ fo n>irb man burc^ bie n&mlici^e (Sonftruftion auf ben ©eiteu 
AC, BC jebedmal eine Cinie^ ber n&mlic^en ®r6f[e toit Q erhalten/ fo baff fic^ ber 
©ag ergicbt: 

* SBcnn man ani btm ^u^pmttt irgenb * eine« ber brei ^erjjenbifel mti 
©reiecfö'auf bie beiben anbetn ©citen bcffelben ©enfrcc^te füllt /fo ifl bie ®e^ 
Tai(f weld>c biejuppunftc biefer beiben ©enf rechten mit einender t)erbinbet, wn 
ber 93,efd>ajfcn^eit, baf bai dttdjttd aui i^t in ben ^albmeffer. bed um bog 
breiecf befdjriebenen Äreifeö gleich iii bem ^nl^alte bed ©reierf«» 

3Da nun'in §.^ 19- MN + MP + NP = ^ war; -fo forgt auc^ MN + MP + NP 

b* I). SDer Umfang Ui ©rcieddJVINP ifl boppett fo grof atö bie ©erabe^ 
toel^e bie gufpwnfte berjleni^ni iWbtn ©enfre^terr vMt tindxüKt wtbittX)ttf bie 
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qud irgend einem SßinMpimft tiefet iDreiedd auf bic Letten ttd'^xticdi 
ABC ^tfMtüM. 

aBert AM = ^, BN = 2^, CP =^, fo ifl AM . BS . CP = 2|^; Jlj.a. 

ünif ba aui §. 19. MN4.MP4- NP = ?^, fo fommt: "" 

abc < 

AM. BN.CP = (MN + MP + NP)A 

b- fi, ©ad fenfred^te ^arattelepi>eb aui bm örei ^erpertbifeln eined Crei? 
erf« tft gleich bem fenfrec^ten ^ri6ma, beffen ©runbflÄ^e ba« ©reiedf feffift ifl, • 
uttb beffen Spbbc ber Umfang beSjenigen ©reiedfö, »elc^e« bie Jußpunftc jener 
yer})enbifel bejlimmen. \ 

SBenn .r toie btö^er ben ^albmeffer bed in iai Creied ABC befc^riebenen 
Äreife« vorjleOt, fo ifl sA = r (a + b + c); alfo au« §• 19. MN + MP + NP = 

R 

• ' - MN + MP + NP:a + b-f c == r :R 

.b.^* ©tc Umfonge ber ©reierfe MNP mib ABC t^er^alten jl* refpefttve 
wie. bie ^albmeffer ber in unb um ba« ©reiecf ABC befc^riebenen Äreife^ 



SBeil AN =3 c cos «, AP = b cos x imb i b c sin « = A^ fo fommt ; 

A ANP == A cos «* ; eben fo A BMP =: A cos^v unb A CMN =:A cos y » ; 
folglicf^ 'A MNP = A (1 - cos «» - cos /3» - cos y ») ; allein »eil cos y» =3 (cos « cos ß 
-r«m«»in/8)» unb sin«» «in ß» = 1 - cos«» - cos^» + cos ä» cos;3», fO i(l: 

cos «* + cos j3* -|- cosy» =3 I - a cos « cos /8 cos y ,. 

*"''"* /a»+b»4-c»)(a»-b*+c»)(a»+b«-c») , 
A MNP ES 2Acos«co8/3cosYa^ ^ ^ 4a*b«c» ^* 
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, Sütnn p t«n ßatbmeffer \)om innerhalb frcri^rettben Äreife iti .Xreieef^ MNP 

S)orfleOt unb f> />« ^ ber JOrbHung nac^ bieJ^albmeffet fetner aufferbalb bera^enben 
in ben Ebenen bcr SBinfet PMN, MNP, NPM beftnblu^n greife/ fo.ftub mdf %.a. 
23. für ba« fpi^minflige Dreicct ABC: ' \^ ., 

' 4 A cos« C08/3 <5os«f Ct) /i A cos a cos )3 cos y 

'^ a cos A 4" ^ cos |8 + € cos y "^ " a Cos x-^b cos /3 + c cos y 

ttttb für ein bei A iluui^fn>tnfliaed £reiccf ABC : 

^»5 4 AcOSdK C0S;9C0St 

p=3 - 



4 A cos« cos;9 cosy 



-acoi« + h^^*i9 + ccosy 



a cos « -}- 1> cos)3 -f- c cos y 



p = 3R cos« cos)3 cosy 



* / 



Z>a nun attflemein and §. 19. acosÄ+ bcos^S + ccosy ^= -«-/ fo et^U^ 
man für bad fpijjwinflige ^reiecf ABC: 

^ (-a»+b*4-c»)(a*-b* + c*) (a»+b*.c»> 

16 abc A ' 

-'f^ingegen f&r bad bei A fliimpfn)tttf(i^ P =- sRcosoecos^cosy; worauf matt 
offenbar ficbt/ baß aü(^emein/ wenn tad freied ABC ftumpfwinflig j. S. bei A 
wiv^i bcv SScvt^ tjon p ober bcm Jpalbmeffer ^t>m inuerbatb berftbrenben Äreife be# 

Xittitdi MNP ubcr3e(;t in ben tK(|atit)en 9ßcrtb toon p ober bem ^albmejfer be^je* 

tiigen anffer^Ib berftbrenbett jf reifet bicfed Dreiecf^z ipe((^er bie/ biefem (tumpfen 

SBinfet A segen'&berKegenbe/ Seite NP fe(b(l beriibrt« SOBir werben nni ba^er Mit 

nun an, ba n)ir ben J^albQKffer p in ben Xalfui einfiibren/ fikgric^ auf bad fpt(# 

winffiqe Drcieif befc^^rinfcn f innen, inbem man bie folgenben ®i$e ioaiei^' fftt ba* 
^ > ' (O x»> <s) . 

ßunipfwinHtge lircied umformen faurt/ 'wenn man p m -p, -f^-f *>trn)aiibelt/ je 
. iiacl^bem ber ®infcl A, B, C Pumpf angenommen wirb. 

, TOctn temerfe äucb/ ba§ We SÖinfripunfte A, B, C famiiit bem Z^urdifd^nifft^ 
IJunft O bor ^erpcnbifel beSDreiecf« ABC i^uflfeidj bte gjjittelpunfte ber \M'er Äreife. 
(inb, welcbt bie brf{-t®eiten be« IDreiecM MNF berA^ren/ onb bag fär ba* fpi^ 
n>in!({ge. Dreiecf ABC ber ^nrcbfdmitiöpunft feiner ^erpenbitel für ba« (lumpfkrinfc 
lige hingegen ber ©cbeitcl bed dumpfen 5ö(nfeK jebeömal in ben 9J{itteIpunft be« 
innerbalb berubrenben Äreife« bl« T)reiecf« MNP faJIe. IDiefe« ergiebr p* febr leidjt 
au« ber ?Jetracbrung, bag, weil wxa bie 5^iererfe ANOP, BMOP^ Äreife befd)rie# 
ben wetben fönneu/ ber äBinfel APNsBPM^ xoi^ eben fo bei M unb N (lalt 
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^nbtU gftr baJ (lumpfkotnHi^f Sreiecf fantt matt {icb tier nimli^cn ^tgur bebCenett/ ' 
mtttt MOtt ttttr bett Suc^flabett O tntt einettt ber SBittfelpunrte A,B, C ^tttan^d^w 

. .9^01^ biefetn affgemeitien @efi($töpun(l: fttUt btmnadf p ober pj f^ f^ it na^ß 
Um ba«2)rftecr ABC fjH^toittMtg ober bei A, B^ C Unrnpfroinilii tfl, iebr^mal bett 
i^albtnejfer be^jenfgeti btc brei ©eiteit be« Dreiecf«MNP berü^tenben Äreffe« \)or, 
beffett ^tteelpttttft iit bent DttrH^c^ttittdpunfre O ber^erpettbifel bed Dretecf^ ABC 
Hegt 

Sa Qifo f s 9 R cot« cosjS co$r utib ait8 $• 35* AMNP =: a A c^s« cosß 

eoir, f» fofgt: 

AMNP: A = p:R 

b. |. !Der ^tt^alt bed !Dretectg MNP t)er^A(t fu^ juttt ^tt^alt be« SDreiedd 
ABC tt>ie ber J^a(6tttejTer be6 m bad erfle jurtt «^albmeffer bei um bad'itt)ettc 
©reiedt befc^riebetiert ÄreifeS* 

iDer J^albitteffer tti um ba« Z^reiecf MNP befdyriebetten StxtU 

e^M :a. ^ r-x^ ^N* MP .NP abc COS« cosiS Gosy 1 „ 

- ^ 4 AMNP 8Acos«cos^cosy 2 

b. fj. %Uiäf ber ^Älfte t^om ^aftmeffer be« um baö ©reiecf ABC Ufijxitf 
Letten Äreife«» 

- SBett f =3 aR cosÄ cos^ cosy (§• «40 fo iff ^4- aR = 2*R (i + cos« cosa 
cotr)« SRan fleUe ttuit bie Sofittuö burc^ bie ®eCeen bat/ fo tommt, ta: 

16 A* (*»4-b*+c*) = 8a» b* c» + (. a»4-b*+c») (a» .b*+c»)(a*+b» - c») , 

• ^b. ^, ©te ©umme btr ßuabratf »on bin (Seiten tei ©reierfS ABC ifl 
gtei^^ bem dtetd^tedP aud jDen ©ur<j^mcffent bti in baö ©reied MNP unt um 
bad ©me<f ABC h^i^^bmmMn^a, fantmt bem bo))))ettm Duabrat »om (e^ 

tm ©un^mcfrer* 
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9)jir {)tilfe bed V)ortgen §« toitb man XtKi^i etfennettf ba$ btefer ©a^ fein anbf# ' 
rcr ifl/ a(^ ber erjle im $. 16. 6e^äu{)te;e unb nur in baö gegnm&retg betirac^tetf 
©9|lem überfefit i|l. . ' 

ÜKtirtipIicirt x^m jebc ber beiben itl §. 61 gcfnnbcncn 9teI<3ttionfn 6ieibej:fei(« 
burd^ 2/ unb jie^t bie {weite von ber ertlen ab/ fo er()&{t man nact; §.5.: ; 

2(ab-4-ac+bc)-a* -b* - c* :=: 4r (r4- 4R)/ 

mib n>enu x^m auf beiben Seiten biefer ©leicfeung 2 (a*-f b*,+ c») Binjutbift; in 
ber jweiten ®eite aber ben im t^origen §. gefunbeneu SBertb a^ + b2-f <5* =4R 
(/) -f.2R) fc§t, fo bat man (a + b + c)» =4r(r-|-4R) +8R (p + 2R); welchen 
SBertb t)on (a+b + c)» man in ber §. 7* gcfnubencn Melatfon r'* 4-r''*'4-r'''* = 

(r+4R)* --(a+b+'c)» fubjlituire/ worauf pc^ alöbann ergtebt iy*+r"* + J^''* 
■ 2 . , 

i= 8R^ - r» -4pR, ober: 

> b. % 3ftt iebcm fpi^n)inHi9e« ©reiedf A B C ifl bie Summe ber Quabtate 
uon bcn .f)al6mcjTcrn feiner t?icr berübrenben Äreifc glei^ bem bo*)pcttcn^ Quo? 
brate t)om ©urc^meffer bc^ umkfc^riebenen ÄretfeS, weniger bem 5Äed)tedf au8 
tiefem Surc^nieffer i» ben ©urc^meffer bed xa b<j8 ©reiecf MN^ befd^ricbenen* 



_ .SIbbirt xRQiXi bie fo eben erl^altene ©leic^jung ju ber in §. 27« entwicfelte^U/ fe er^* ; 

gtebt (ec^ fogJcicb: 

^ ;, .~v" a*+b2+.c*+r3 4-r'*+r''*+r^//« '=: i6R^ 

\ b.^4 3n jcbem ©reiccf if? bie ®umme ber Quabratet)on feinen brei ©eiten 

^' \ • w *• 

unb ben JF)aI6meJTcrn feiner t)ier^6crii]^renben Greife gleici^ bcmmerfac^eft ÜJuabrat 
' vom ©urc^mefTer beS umbefc^riebenen Ärei[eS; . ' 

'- §.30. ■ - 

. 2(^.4. 5*^^ ^^^ ^"^ ben SBtiife(?)unIten A, B, C beS tJretVrf« ABC auf bie benfefte» 

. fleg-enÄbertiegenben Reiten NP, MP, MN be* Dreiecfö MNP bie ©enfrecj^ten Am, 3n,' 



y 






Cp, fo i(f Am =2 -^-itTTi — "W*^/ *^ ^^^ S* *9^ ^3. NP '= a cos et ttiib A'ANP :=: 

vAcos«*, [o fommt: ' 

. 2AC0S« - ^ r T* 2Acosi3 . _ . 2A,cosy 
. Am =2 : eben fo Bnrr: . ^ / unb Cx> = -4=^ L . 

Sbbirt man bicfe brei Slu^briicf«, fo fommt/. »eil: ~ 

ab cosy + ÄC posy3 -f bc cos a = - (a* + ^* + c*) / 
a«^+ b^ 4- c« =3 4 R (Am + Bn + Cp) 

b. ^, ©le ©amme bcr ßuabratc wn ben <Bdtm be^ ^»rcicdfg ABC tfl 

%ttiii) bem boopcltcn Stecht; cf aud t>tm ©urc^meffer fcineö umbcfd^riebcn^n~ Ärci? 

fe* in Uc (Bixmmt auö bcn brci 2lb jtänbcn~laner 2Bmfc(punfte t>on im bicfcn 

gegciiübcriicgcnbcn (Seiten bc3 ©reiecfö MNP* ' 

3n SSerbinbung mit §. 27. ergiebt (Ic^ bi«^«'^^«^ fofl^^i* noc^ : \ . 

Am + Bn + Cp = /) + 2 R ; 

rneldb^ beibe bi^i^ gefunbenen ffttlatiomn üollfommeit mit bcn in §. 16; 5» gegebenen 
. Abereinüimtnen/ n)enn man nur bcbenft/ baß biejSenf redeten Am, Bn, Cp nidb^^ an« 

' (i) (») (a) 

bereJ jinb, al^ tie jpalbmeflfer p» f » p (§• 24.) bet aujferbalb berubrenben Äreife 
b>« ^retecfi MNP, nnb baß ber ^albmcjfer bcö um ba^ Dreiccf MNP befcbrieb.eue« 

^r?ifeö äleic^- R ifl c§- a^.)* 9Kan wirb nad) bi^'er Semcrfuug unmittelbar aud 
$*2*5.'^*7* «oc^ felg^nbe Dlefatiouen ert;alten/ nootei ic^ erinnere/ bag(§;so.)\ 

Q s=:^(MN + MP + NP): ^ ^ 

p . Am , Bn . Cp = AMNP* 
Am.. Bn 4- Am . €p + ßn . Cp = Q* 
Am . Bn . Cp = pQ» = Q . A MNP 

!Sm*+ Bn*+ C^ = 0» + 2 R)» - 2 <jj^ 
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aWuitipÜdrt man bie in §. 19. gegebenen SßJertbe ber ©eiten beö Sreiecf^ MNP . 
in einanber/ fcrtter bie Slbfcbnttte AP =: bcos«, BM=i: ecos^a, CN=r acosy, , fo 

wie ducb bie BP == acos^, CM = b cosy, AN = ccos«, fo fommt/ weil §*23, 24* 

, ^. .^MNP p 
cos Ä <50s ö cos y = — ; =2 - - j 

2A2R 

, AP.BM.CN = AN.ßP/CM=;MN.MP.NP=:aH.AMNP=32^ ^ 



-> ^ 



2% 

I 

h b. iDte brei fenfrec^ ^ataMtpiptttn:^ 
10 au« brdeil ber itiß Sbf(d^mtte AN, AP, BM, BP, CiM, CN, fo geiumi^ 
ntctt/ bof feutcr berfel^en mit einem ber Reiben übrigen erneu dcmenu 

lO aui ben brei Abrigeit btefer fe^6 V&fd^m'tte; 

30 ani ben brei ©eiten be« Z>xtkdi MNP; 
futb oDe wn einerlei 91aumüi^alt: unb jn^ar gtei^' bem fenfred^ten ^xiima^ 
beffen ©nmbftäc^e entweber ba« ©reied MNP ober ABC ift/ unb beffhi ^i^ 
im erüen ^aUe ber Curc^efTer bed um bai ©reiecf ABC im |ioeiten aber bei 
in bai ©reiccf MNP fccfcferiebenen Äreifcd i\t. 

2)ie «igeitfc^aft AP • BM . CN = AN . BP . CM {(l fcftpn biirt^ einen aSgemeU 
mxtn&aü wn Sodann Sernoufli (Op. Tom. IV. pag.33.) bewicfem iSarnot 
ben^eift i^n ebenfaDd in einer 9b(^anblung Aber neue Sigenfc^aften ber Sie(etfe, bie 

fii^ in Bossut's Cours de mathematiques An. IX. — 1800/ pag. 401 U« f* finbet/ ttShf 

Mn Scf^eKtg in« SCentfc^e Aberfe$t^ £redben> 1802/ befonber« gebntcfr erfiH^ 
tien i(l, ^ 

IDie (SUii^^tit ber brei erflcn ^robucte fann Abrtgeni ^ier av^ aut ber Oetra^ 
tnng flejogen werben/ baß bie Dretetfe ANP, BMP, CMN f&mmrltc^ beifi Sretetfe 
ABC UfMUft finb; tca* M^t tt^tUtt, ba fic^ um bie Sierecfe ANOP,CMOir 
Jtreife befil^iben laffeu/ unb alfo ber mnUi APN =3 ACB u. i.w. 

m 

AP 

SBeil ber mnttl AOP =:: ABC, fp ifl AO = -^ unb/ ba AP s b cot ir unb 

»m^rs-s'/ fo »irb: 

■^ ' AO = 2Rcosä; eben fo fiOi=:2Rcosj8, unb CO^aRcoty; ' 

«Ifo AO + BO + CO =3 a R (cos ä + cos j8 + cos y) } unb ibenu man biefe (Sopnu« 
burd^ bie ®eiten au^brAcft/ fo tommt, n>et(: 

a(*Ä*+b*4-c»)4.b(a».b* + c»)+ c(a»-fb*-c») =: 
(-a+b-}-c)(a.b + c)(a+b-c) + sabc, 

cosoK^" cos^4~ <^9^Y = -^ — j 
folfl««»: AO + BÖ + CO= >(r + R) 
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b. t^. 3« K^cnt fpi|tt)inW{gen Crrird ift ^ic ©amme aud tni brci S(6fT&iu 
ben >ed X}ttrc^fd)nütdpunftd feiner ^^rpcuDifc( von fftn<n ^infclpunftcn/ gteti^ 
bcr @itminf and btn bciDrn X>nrc^tiif(fmi ui tin^ mt> umbefcbrtebtneii ^iff<$* 

Sil bad ^retccf (himpftDinflig («O. bei C, fo til CO == - 2 R cosy, fD(g(i(^ aK^ 

»am AO + BO - CO = 2 (r+R). 

Z)iefer Sa$ fuibet f!i( (d)ou tn (äaxntVi ®fomfftte bcr Strilung (f. S((ii# 
wunäftfi Überfe^nng pag. 272« Altena, 1810). SBir icerben unten $.7^« 75. auc^ 
bit 6nmme ber übßjnbe btefeö ^uvXti O von ben @eüeu bti DreiccK bnx^ Xxtii* 
^Ibmcffer au^gebricft erhalten* 

■ (Si ifl a* ^ -^O =^ a* 4- 4R* cos«', nub n)enn man cos« bnrd> bie Seiten 
ttn«brucft/-fo fommt, toeil 16 A* + (-a*+b*4-c»)* = 4 b» c» ift, a« + ÄO = /iRS 
mld^n tt&m(ic(^en 9Bf rt^ man eben fo för b^-pBO'unb c» + CO finben n>irb/ (0 

bot ttifo: a* + Äö"=b«+B0*=c»+CC)*z=:4R' 

b. ^ 3n jebem ©reierf ift tai Duabrat jlet^r feiner ©eiten , fammt bem 
JDttobrot tont Äbflonbe be« geaenäbcriie^enben Sinfe(punft8 wm t)ur*fd)iuttfc 
^>nnfl feiner ^rpenbifef, gleict^ bem CuaDrat vom ©urc^mejfer bed nmbJfdjriebe/ 
um Sttti^ti. "" 

S. 34. 
. Vui b(tt im «prigen $. cr^afttnen @(<(d)unsrn ergtebt 9d> foflUid) : 

a» + b* + c» + ÄO'+ BÖ +C0*= 12 R» 

Wib «XBtt man hiervon bie in §. 27. er^>altene •»+b» + c»=4fR + l{R* «kiü'ltt: 

ÄÖ*+ BÖ*+ CÖ\= AR (R - />) = 4 R» - 4 f R 

. b. ^. ©le ©umme ber DwAbröte »on ben brei StbftÄnben ber SBrnfelpiinfte 
eine« ©merf« ABC »om Surt^fdmittSpunfte feiner 9)erpenbtfe(/ ifl gfeicf) bem 
iDuabrat(J »om JCwrcbmeffer be« umbcf*viebenen ^eiftd, weniger bem Slec^tect 
wi biefem ©ur^meffer in tm ©ur<^meffer b'c« in ba« ©reiecf MNt U^ditiei 
&enen« 
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^i iß OM =.BO . cosy UNb>' ba ait^ S* 3a* BQ = aR cos/3, fo iß: 
- OM = 3 R cos /3 cos y; eben fo ON = a R cos« cosy, unb OP = aRcos« cosjS» 

SKwlttpHcfrt man bufc 5Bf rt^e ber Drbmi«fl mdi \n bie t)ott AO, BO, CO 
(§. 32.) f fo fommt/ weit cos« cos^ cos 7 = -v; (S. 240 

AO . OM = BO . ON = CO . OP = 3>R 

b. b. ©er ©urc^fc^nittÄpuiift O ber brei ^er^enbifcl bc8 ©reicdfö ABC 
t^citt j^ben bcrfelbcn in jwci folcfte 2;^ci(e, ba# baö 9lcd)tcdf au8 i^ntn atcid) ifl. 
bcm boppcitctt SÄcd^tcdf au8 bcn bciben ^albmeffem bcö in ba8^©medf MNP 
unb ntn bai ©rciccf A B C befd^riebcnen.ÄrcifeS* , 

SWurtivHcirt man bie 3Bert(>e ber OM, ON, OP .fo »ie ber AO, BO, CO in 
einanber, fo fommt: 

.OM.ON.OP = 2^»R ♦ • •, • (O 
AO . BO . CO =: 4pR* • ♦ ♦ ♦ (a) 

b* ij, lO ©aä fenfrcd)tc ^araUcIepipcb aud ben brei SlbflÄnben beS ^unft^ 
O tjon ben ©citen bea ©reierfd ABC ifl gleich t>tm fenf rechten ^arallelepipeb,. 
-beffen ^ö^e ber ©uvd^meffer bc« umbef(i^rtebenen Äreifeg ifl, unb beffen ®ruttN 
flÄc^e bai ühiabrat t)om J^albmeffer be* in bai ©reiedf MNP befd)riebenen* 

,20 ©aß fenf redete ^araßclepipeb ani ben brei Slbflänben beS ^unft« O 
Dort ben SBintefpunften bei ©reierfö Ä B C ifl gleich bem fenf redeten ^arallelcpi^ 
peb, beffen ©runbfläd^e baS Siuabrat »om ©urd^meffer beö nrnbefd^riebenen 
^reifeö ifl, nnb beffen ^^ö^e ber ^albmeffer beS. in bai ©reieef MNP bef^rie^ 
benem ^ ■ 

. •BttSfetc^ trgiebt fid> baS SScrlj&ftnig biefer beiben ^araffefe^jtpebeit r 

OM.ON.OPi AO.BO. CO = p:aR = AMNPiaA. 

^ Da ferner ani §. 4. 24. >V # ^ t:;:^ -<MN + mp 4. NP) A MNP iinb öu« 

§. 21. i^.BN.CP=:(MN + MP + ]NP)Ar fO fofflt Ottc^t'f p p : AM.BN.CP 
= 'AMNP:'3Af alfo: \ , ' 
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OH.ON.OP: AO.BO.lX)= ^ ^ p : AM.BN.CP 

b. 1^* Xnt obtn (efd^riebfnen ^aradetcpipeftm t)fr^a(ten ftt6 ju einanbieo 
' - itttb jkiHir bad ctftc t)fr^ fi(^ jum ^n^eitcn^ tote ba« fcnfred^te 'PataUeIe)>i)>eD 
Ott« bm ^al^fffcm Der Drei mifferialb btrü^rmben Greife be« ©reicrf« MNP 
}tt bem fcnfre^j^en ^aranclfptpebe au« ben brei ^fn>enbtff(n be« Dreteijfd ABC. 

9Br»it matt bebenft, baß bte ®eraben AO, B0> CO {itgteic^ bir Durc^mrff^r 
bet um bfe 2)reie(fe NPO, MPO, MNO fcefcbriebenen Ärrife finb, unb bie ©etabfit 
. OM, ON, OP {HfiletA bir SIbfl&nbe ber SBitifetpunfte be« Z)tcie(r« MNP 9om 9Rtt# 
tflputtfr O be« in baffelbr befcbriebenrn Xretfr«; fo mcrb matt reid^l mit JE)ftIfe be« 
S* 36. bie Überdnfltmmnitg bet beibeti erflett Dtelatiottett m\X bett erfUit itt %.\u uttb 
S. 12«/ To mt ber Stelotioiteit ber §§. 33» 34* wSX beneti ber SS* 17« 16. bemerfett. 



K 37- 

IBetttt mait bie SBert^ ber @erabett AO, BO, CO (S* S^O iufammett abbirt 
tt_ttb ancb ^\^ ^robnfte woA je )toeieii berfelben/ fenter ba«. ttim(i(be mit beti ®ejrabett 
OM, ON; OP (S. 350 »errichtet/ (o ergtebt fic^, weil p s aR co8«cosj3 cosy 
«•24): 

AO.BO + AO.CO + BO.CO=: sR (OM + ON+OP) ♦ . . (O- 
OM.ON + OM.OP + ON.OP z= f (AO + BO + CO) . ♦ . O) 

b» [^* 3^ lebem f|>t|mtnnisen S>reie(C ABC ifi: 

!♦) ©ie ©untme ber brei 9led^ecfe au« je jnoeien Slbflänben be« ^unft8 O 
bon feilten Sßinf e(punf ten ^ ^txij bem Stec^tecf oxA ber ©umtne ber 9(6^ 
flÄnbe biefe« ^nft« t)on feitten <S>v!itx{. itt ben ©ur^meffer be* umbc^ 
fc^riebenen Greife« ; - 

nS bie ©umme ber brei 9le<i^terfe wA je gvveien ?l6flÄnben be« ^untt« O 
t)on feinen ©eiten, gleid) bem 9ted)tecf au« ber ©umme ber Sibflänbe bie^ 
fe« ^\xxSii Don feinen SBinFelpunften va ben J5)albmeifer be« xn ba« 
Dreiecf MNP befc^riebenen Äreife«* 

gftr ein ). S3. bei A flttmpfwinttige« ^reied bem>anbe(n fic^ biefe 9te(at{pnen 
in foloenbe: 
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' .AO.BO'-AO.CO + BO.CO = 2Ä(OM-ON.O|») 

OM.ON + QM.OP - ON.OP =^f (-AOrfBO+CO) 

1 

<M i|l co$«co8^ + cos« cosy 4^c(]^j3 coty =s ^,(cos« + cosj3+ cosy)* • 
• (cosft* +cos^* + cosyO« ^Rttö ijl aber C§. 3«<) cos« + cosj8 + cosy = ,Tt! 
illlb (8* »31 94.) cos«* +C0SJ3* + cosy* = i- a cos« cos^S cosy =: -r-i- ; fofjjlic^: 

_ r* + R(p+ar) 



cos « cos )3 4^ cos « CO« y -f- cos)3 cos y := 



2R» 



SItbirt man bemnact^ bte iit %. 35» segebenett 9B(rt^ ber OM, ON, OP, fo 
wirb: . ' 

R(OM + ON + OP)=zr»4-R0i + 2.r) - 

b- ^f. '3tt jlcbem fpi^tüinf ligen ©rciecf A B C ijl baö Slec^tedf ,au? Ker ©um? 
me bcr brci ?tbftÄnbc bc* ^unftS O t)on fernen ©eiten in ben ^albmeffer bed 
Mmbef(!)rie6cnen Äteifeg/ gleich bem Quabrat t>öm J^atbmeffer beS einbefd&n'ebe^ 
nen/ fammt bem 9ted)terf a\xi jenem ^albmeffer in ba« ©ot)pe(te t)on tiefem/ 
fammt bem ^afbmeffer bcS in baS ©reiecf MNP bcfci^riebenen ^eifeö* 

%ii,x ein j- fö. bei A ßuwpfwtnfrigc« Sreiecf ABC flilt biefe SRelation: 

R<OM.ON-OP) = r»+ R(2r.^i) 

* • . . . '/ 

t - 

co8«»cos)8*+*^ö*«*cösy*+ cos jS*cosy»Ä (cos« cos^+» cos« cosy •{•cosjS cosy)* 

- 3 cos « cos )B cos y (cos « -f- ^o^ i^ 4" ^^^ y)* 

®ub|l{tutrt man in ber jtreiten ^titt biefer ©leic^^eir bie mi §• 33. 32, 04; 
befannten aiu^briicfe betr Äreidj^albmeffer / fo fommt: 

jcos«» cos^» + cos«« cosyj^ +^08)8* cosy» r: - 

r^[r (r + ^R)+2R (p+ 2R)]>/)R^(>R-^) -^ ' 

ZiR* 
^im t|l aber nac^ §• 5* 27. 6. c« r(r+z,R) + 2R(p-}-2B)=zr'r''4ir'rW-f. 
r'^r''', unb nacb §. 4. 2, r* (r'^t'' + r' r'" + ip'' r''0 = A* ; folglldj^ rebMjirt, ji(^ 

Obiger ?ltt^brwcf. auf biefen : ^ ^ . ' 



i . 



N • 



-/ 



' I 



I 



»7 

. CO»«* co8)8» +co»Ä» cosf* + e6sß* cosy* sa^**'^ (4R-f) ^ 

4R* 

GteOe na« itttn bte 6uinine OM + O^ + OP burcb ble in %. 35« segebenctt 
Stm^ bicfer Siniett bar/ unb fubjlünirr atöbann beit fo rbeit entwitfelttit Sittdbntcf, 
fp ergiebt (t4/ »eil ($.30.) A = QR ift; 

ÖM + ÖN + ÖP == Q».^(4R.f) 

ttiib/ ba om^ 9 = - 0*N + MP + NP), . fo ent^^i bierairt^ber ©a^ : 

3kt jebem fpU^mntii%m ^Dreted ABC tfl btc (Summe btr Duabrotr t>Dn 

bcfi fCbfiänbcn hti ^unftd O tM)n {tuten ©eiten^ ^Itidf bem C^uabrot ))om ^Iben 

Umfang tti Oretetf« MNP, noeniger bemStec^tecf au« bem flberfd)u$ t>ti topf 

ptlttn £)un^mefferd bti um bai 'S>ttxtd ABC befcbn'ebenen ^eifed aber ben 

^olbmeffer iti in bai £>reiecf MNP befd^riebenen Greife«/ in ben (e|ten ^olb 

tt^ejfer* 

§♦40.' 

' SBeil AB . AO .BO = '4 cR* cos« cosjS unb A ABO = cR cos« cosjS, fd 
folftt, baf ber ^albmeffer be« »m.bad Dreiecf ABO bef^riebenen «reife« = A^ä^ 

4AABO 

s=3R,nDe(4ien SBertb man eben fo für jeben ^albmeffer ber um bie Sreiecfe A€0, 
BCO befc^rifbenen «reife finbet; tt>o^er man ben ®ab erbAIt:, 

't)ie brei Sßinfelpunfte eine« jeben £)Yeie((« fammt Um CurdE^fc^mttöpunft 
feiner ^erpenbifet ftnb mtv folc^e ^unfte^ bap bte ^eife burc^ je brei berfelben 
aUt wn gteid^er @rpj|e finb^ 

£a xoit au« S« 1* wiifen/ baß/ totnn fix ein beliebige« Dreiecf MNP bie fünfte 
A, B, C ber Srbnung nac^ bie SRittelpunfte ber auffer^atb ber&^renben in ben Sbe# 
nen ber^Binfel NMP, MNP, NPM beftnblicben «reife finb/ unb Ober aRittelpuntt 
be« innerhalb beräbrenbeu/ bie ®eraben AM, BN, CP (leb im $unft O fcbneibeu/ upb 
t>ü9 bie fünfte M, N, P sugletcb bie gußpunfte ber ^erpenbifet im. Dreietf ABC 
(tnb; fo n>trb man leicbt erfenneny baß^burd^ ben fo eben bcwiefenen ®a$ lugteic^ 
an^ biefer bargetban ifl: 

3»n jebem ©reiecf ^aben bie SWittelpunfte feiner t)ier berü^rcnben Greife eine 
folc^e Sage }u einanber/ ba^ bie ^eife burc^ j[e brei berfelben aU^ t>on gtei(j^et 
®?ö|Te finb* - 
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N SQBetttt M', N', P' bie Surd^fG^mtttpimfte bcr ^er^ettbiW itt bt« Dtclf cfett ANP, 
BMP/CMN t)prtle((en/ unb man jte^t äud bettfelben ber Orbitttng nac^ an bie ^iit* 
relpttitfrc A,B,C be«Dreifcf« ABC bie Oerabcn AM', BN>j CP', fo i(l na* $*33.,. 
»eil AO )uglei(^ betr £)ttr(^meffer be« um ba«X)re{e(( ANP befc^riebenen Areife« if!^ 
AM' = AOcoaae; alfO/ ba AO = 2 R cos « : 

AM'=^2Rco8«»: eben fo BN's 2RcosÄ», »nb CP'siiaRcosy»» 

R A 

SIbbirt man .biefe brei SSert^e, fo fommt/ wif co9«»-}-cos^»4-co8y» = -^* 

AM' +BN' + CP' = 3(R.p) 

b* ^. ©ie ©umme au8 ben brei StbflÄnben ber SBtttM»)ttttfte A, B, C be8 
©reiedf S ABC t)on ben ©urc^fc^nittgpunf ten ber ^etpenbif el vx ben ©reiecPen . 
ANP, BMP, CMN, tfl gleid^ bcm ©ur^meffer be« um ba8 ©reiedf ABC be^ 
fd&ricbenen Äreifef, tt)eni9er bem ©urd^meffer bed xa ba« ©rriecf MNP b?fc^rie^ 
benen* 

@e ifl AM' . BN' r: 4R^ cos«^ cos)3» ttnb aud §• 35« OP s 2R cos A cos)3» 
fofgH^!: AM'.BN'nsOP* 

(gben fo linbet fl* : AM'-CP':=:ÖN 

«nb: BN'.CP' = ÖM ' 

b* i^* ©er ©«rAf(J)nitt«»)unft O ber ^en)enbif et m ©reiecf ABC j^at bie 

aSefiijafferti^eity baß bag JDuabrat feincö 5(bffanb8 t^en irgenb einer ^z\U AB 

gtet^ ifl bem Slecf^teef au8 ben Slbflänben ber, biefer <2Jeite anliegenben, SBinfel^ 

pjmfte A,* B t)on ben ©urc^fc^nitt^punften M', N' bcr ^^eqoenbifel va ben ©rejfc? 

edten ANP, BMP. . • 

. fIRttItipKcirf man biefe brei ®(eicb^eiten in einanber, fo folgt attd[^: 

OM.ON.OP^ AM'.BN'.CP' . 

b* ft. ©a8 fenf redete ^araDfelepipcb aujS ben brei SlbjJdnben ' bed ^unf« O 
t^Ott ben ©eiten be6 ©reierf« A B C, ifl cifeicb bem fenf redeten ^araHelcpioeb aud 
-betr txt\ 5(bftfint)«n ber SBtnfeQjunfte A, B, C »on b(n ©urAft&nitW^Jimftcn M', 
T?', P'^ber 7)frpenbifel in bm SDwtcrfw ANP, BJVIP, CMN, 



*9 

jDa \oit in 'S/34. gefünbcn IJaJeti, bog AO+BO*+CO*= 4R(R^p), fo 
fonimt in S3eri»iiibung mir $.41«: 

i&*+ BO + €0*= a R ( AM' + BN' + CPO 

b. ^* !Dte ®umme ber Chtabrate t)on ben 9[bfldnben beS ^unFted O ^^ 
ben SBmfeIi)imften A, B, C be« ©reiecf 8 ABC, ifl jleidf) bem 5Ä<c^tecf att« trer 
(Bummt bcr 2tbflÄnbe biefet SBinfelpunfte wn btn ©urc^f(i^nitt8punftcn ber ^Jer;? 
miiiM in ben ©rciedtm ANP, BMP, CMN, in ben ©urd)meffer be6 «m ba* 
©reiecl ABC befc^ricbenen Äretfeö* 

S* 44- 

(g'i fll AM^+BN^+CF = (AM'+BN'+CPO* - 9(AM' .BN'+ AM' . CP' 
+ BN' . CP ), aüun.ani §• 42. 39. ^öt man AM' . BN' .4- AM' . CP' + BN' . CP' 
= 9*-fOB-p) tttt^ «tt« S*4u AM' + BN' + CP' =3 2(R.p)^ fOlgU^: 

JSl' + BN' + CP* = 4R^ + a(|i* + Q») 

b. ^^ ©ie ©umme ber Cuabrate t)on ben SlbflÄnben ber fünfte M', N', P' 
wn ben SBinfelpunften A, B, C bed ©reiecf^ ABC, ifl' gleich bem Guabrat t)om 
X)urd^meffer beS nm baffelbc befd^riebenen ^eifeS, fammt bem boppeften Oua? 
brat wm J^albmt^v be« in ba« ©rcierf MNP befc^riebenen, fmnmt bem ^aU 
Ben £2uabrat wm Umfcm^t biefed £)reied(d« 
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iD-rittet ^hS^nitt, 

^om ?OZitee(p«nf te bti greife«, wefc^er um ein SDwwif &efc&pie6en ijl. 




g{^ 5^^Q>emt K ber 9Ritterpunft beö um ba& b.eßebige Dteircf ABC. befc^rirbtnen J{reu 
* ' fed ifl/ unb man f&Qt au« bemf^lbeit auf bte leiten BC, AC, AB bie QtnUtdmn 
Hä, Kb, Kc, fo ifl/ n)enn man AK {iebt/ Kc s AK . cos AKc; unb/ weil AK = R 
ttiibber aöinfel AKg = AGB., fo wirb : 

^ . KczzRcosy; eben fo Kb = BcosjS, unb Karr Bcos«. 

93erg(eid^e man btefe SBertbe mit ben in $• 32. gefunbenen ber ®eraben AO , 

BO, €0, »0 O wie bii\)n betr 3Dur*fcl)nit«j)unft ber 9)erpettbifel AM, BN^ CP im 

Dreiecfe ABC, fo ergiebt flc^ fogleic^: 

AO =: aKa . • 

BO = 2Kb 
CO =3 aKc 

b. ff. 3» jiebem Dreiccf ijl ber Slbflonb bed SKittelpmift« bei umbefc^riebenert 
Aretftö ^on irgenb einer ®eite beffelben ^alb fo grof / ali ber Slbflanb bti Ourc^ 
fc^nfttgpunft« ffcincr ^erpenbifel Don bem biefer ©ette gegenöberiiegenben SBinf et 
- ]pmttt, ^ / . 

Gubflttuirt man bemna^f in §. 3a* 33^ 34« 45* 36» (2) (iatt ber (Seraben AO« 
BO, CO jiene boppelten Senf re^^ten Ka, Kb, Kc, fo er^4ft man folgenbe SWartoiten : 

Ka + Kb+/Kc== r+R . ♦ . ; . (i) 

a» + /|Ka*=c 4R*i ' ' 

* ; b* + /|Kb*=: /4r4 • • . • V . (2) ^ 

c» +4Kc*= 4R*^ 

Kii + Kb+Ite — R'.pR , , . . . (3) 

OM.Ka = ON.Rb = OP.Kc = pR ♦ . • • (4) 

Ka.Kb.Hcs^ |iR^ • * ♦ . ♦ (5) 

• . » _ 



» 






Sa 

b. 1^ !Dfii brri XSflanbcn btd ^Btitttlpmhi tt9 um hai X>rrted( A B C b<f 
fc6riebcnfit ^rrifed 9Qii ben Seitcit btrftd £}retWd fommeo fjoljcnce (S^gc nfdKif; 
tcngu: 

^ lO 3^rr iSumme ifl gld^ ber @itmme btr ^Ibmtffcr 9om eiit^ unb ttm6e 
.fi^neben Äreife* 

2«) T>ai £htabrat jeber Seite emed IDiriecfd fammt .bem toicrfac^en Ouabrot 

iS}vti Vk^anti joom QRittelpimft bcS umbefc^riebenen ^eifeä, Jjl gleich 

bem C^obrat wm X>un^me{|er biefed i^ifed« 
30 Die ®mnme i^rer C^uabrote ifl gleich bem Cuabrat i>om iSalbmeffer beet 

umBefd)riebenen Äreife* , loemger bem Sledjtecf au8 biefcm ^albmcffer in 

ben ^albmeffer bed in bad X)reie(f MNP befc^riebenen Ärcife*» 
4*) S)ad Stec^tetf aui irgenb einem biefer ^bfiänbe in ben ^tflanb ber nAntit» 
, d)tn ©eite t)Dm ©urci^fc^nittdpunft ber ^Pctpenbifel im ©reiecf ABC, iH 

gleich bem dttifttd aui ben ^albmeffern bcd in bad !Dreiecf MNP mit 

vm tai ©reierf ABC befc^riebenen Äreife«» 
'50 Z)a6 fenfre(()te ^aradetepi^b aui ifyntn iü ^cdb fo groß.afö bai fenfred^te 

^araDetepipeb^ beffen ®runbf{ä(^ . baö £2uabrat wm ^albmeffer be^ um^ 
. ^ befc^ricbenen Äreifeg iii, «nb beffen Jg)6^e ber ^atbmeffer be8 in tai ©reu 

erf M NP befdjriebenen. 

£{e erfle biefer StelaHonen/ fo toit b(r®a^ im t^origett S.^ finbet fldf^fc^on in 
(Savnot'd (Geometrie ber ^leKung« • ' 

»f jeC(^net man bfe J^albweffer Ux am bi« ©wierfe BCK, ACK, ABK btfc^tirtf* 
itcn Äwtft itt Orbhuitg naci) bur<^ R', R", R'", fo »fl R' = .^ a BCK ""'*'. *'>**^ v 
ABCK =?-- aRcos«, fo (ommt: ' - 

. R' = -^ : rt<tt fo R" = -5-3 , imb R'" = -S_ . ' 
2 COS« 2Cosy3 scosy 

SWttltipIicirt man biefe SBertfie in bie «on Ka, Kb^ Kc, fo wirb: 

2 R' . Ka =Z3 2R" .Hb =z= 3 R''' . Kc = R* 

b* V 3n jiebem ©reiecf ifl t(ii 5Hect;tecf a\xi bm Slbjlanb be« SWittelpunt 
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Sft 

M tti ttm6ef(i^rie6ettett Jhreife« ^ott irgenb einet Seite beifeffiett in bett T^nxifi 
meffer beö treffe«/ werter burc^ bie ffnbpunfte biefer Seite unb ben genannten 
SKitteI|)unft ge^t, iebedniaC gleich bem Ouabrate bom Jg)albmefier jene« umBe.' 
fc^riebenen Äreifed* 

®c1it m((n in biefen ®Ietd}^eiten (tatt Ka, Kb, Kc bie glei^^fleltetiben SDett^e 
- AO, 7BO, 7 CO, fö \)at man an^: 

>♦ ^* 3fn jebem ©reiedf ifl bad9te(^|e(f au« bem JtSjlanbe be« ©urcftfc^nittfe 
pmfti feiner ^er))enbifel ton irgenb einem feinet SBinfelpunfte in ben Jgjalbmef^ 
fer beS Äreife«, »eichet burc^ bie, beiben anbern SBinfelpunfte «hb ben SDWttelpunft 
be« umbefc^riebenen Steife« ge^t, gleich Um Duabrate Dorn ^albmeffer 'biefe« 
nmbefd^riebenen* 

Sfbbirt man biefe {mlbmeffev R^ R'^ R''^ fo ereilt mm, mil cos« cos ^9 cosy 

A r* 4- R fp 4- 2 r) 

c: -^ unb (§• 380 cos« cosd + cosascosy ^-^^osdcosy z= ^-^ — jf^' - — ^; 

a^ (R' + R'' + R''0 = r* + R (p + ar) 

toelc^en nAitt(i(|^eti SBert^ wir oben $. 38* fftr R (OH+ON+0P) geftt^en fjahtn/ 

fo baf alfo: 

R' + R'/ + R//' : OM + ON + OP=r R ; ap 

b« f)*^ ^ jlebem fpi^toinf (igen Sreiecf t)er^&(t ftd^ bie ®ummt ber J^albmeffer 
berjlenigen brei itreife, noeld^e burd^ je jn^ei Sßinfe(punfte unb ben ^itttlpnnft 
M umbefc^riebenen ^eife« ge^en^ jur Summe ber 3lbflänbe bed ^uxif^nitt6^ 
pmfti feiner ^ert)enbifel wn feinen Seiten, »je fic^ t)er^<Ut ber ^atbmeffer jmti 
umbefc^riebenen ^eife« }um ^urc^meffer be«)enigen Greife«, itel^er in^a« bur^ 
bk gugpunf te jener ^erpenbiW beflimmte ©reieef befc^rieben ijl/ 

gftr ein j* ». bei A flumpfwinffiged Dreterf AB C ifi 

R" + R''' . R' ; OM - ON . OP = R : ap! 



«if rter abfc^ni tt 

55efKmmunfl btt m^^f^itiQtn 2aQt ber wrne^mflen f>iihtt htttad^um 

fünfte. 



^2l5^nn K ittib S hit SRittelpttnf te itx um ttnb in iai DreirdF ABC befd^riebeneti Stxti\t flg. 7, 
fittb/ mtb mait f&Kt aiiä benfetbfn auf bie 6ette AB bfe Gritf rechten Kc, SF, fo tfl: 

itö* = (Ac . AF)« + (SF-Kc)*. 
3!tttt ijl aber Ac =-c unb AF ==-(-a + b + c), fofgiid^: 

ilc-AF =5-^ (a.b); 

frmer »dl (§. 2O SF =i ^ /^^ unb (§. 45O Kc s= ^i?I±|ll£!^ , fo i(l : 

' SF Hc- ^'''+^+'^^^^"^+^^^^+^'^^''^^^^+^''^-^ , 

/ Sttbflitttirt matt nun itt obigem ^u^brurf f&r KS, fo er^&It mati ttac^ ithixu 
fler <?ttttoi<f (ung r 

zTx«- a*b*c* -abc(-a + b4-c)(a-b + c)(a4-b-c) 

Jtio — - — ^ r 

16 A* ^ 

tooratt« rt(|^ bttrd^ bie befantttett SOert^e ber Jtrei«^a(bmeffer r utib R erglebt: 

KS*=R^.2rR 



b^'^. 3>tt jiebetit ©reicrf ifl baö Cuabrat t)om Sttflaitbc ber beiben ÜRittel^ 
^ttttfte beß- ein ^ unb utnbefd^riebenen Äretfed ^on eittanber, gletc^ betit Ouabrat 
wm J^albttieffer be« iitnbefct)riebcne« ^eife^, wetitger fcem boj)pe(ten SÄec^tedf au« 
biefctn J^afbmeffer in ben ^alifmc^tx be« eittbefc^riebctictt* 

aßetiu ferner ebett fo »ie in §♦ i» 8/ 8'', 8''' bie SKitUtpunftc ber aufferbalb 6e# 
rÄ^retibett Greife be^ Drefccf« ABC ttttb/ fo loirb man bie 9lb|l&nbe berfciben t)om 
fünfte R erbauen^ u)enn man in bem fo eben gefunbenen ^u^brncf nad) unb nacf^ 
a, b, c ttegartt); (efit; looj^er fic^ ergiebt: 
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% Rs'sR^ + sr'R ' 

itS'* = R« + 3r''R • - ' 

KS'*' =5 R* + 2 r"',R ^ 

b* ^. 3n jlefcem ©rcietf tjl ba« Duaörat t>om SCSjTanbe be« 5!Rtttclpunftd 

fceS umbcfd)riebenen Ärcifcö »om SKittelpunfte irgenb eine« femev atiffcr^alb be^ 

rü^rcitbett Äreife, gteid; bemSuabrat t)om; J^albmeffcr jcneS Äreife«, fammt bem 

boppcitcn Slecfetcrf au« bicfem JP)albmeffer in ben ^Ibmeffer jene«^ auffcrl^alb bc- 

^ rü^renben Äreife«* . 

♦ I^enerflen ®a^ KScrR*. 2 rR 6e»e{(l ?'^ttili et in Nro.V.ber tcrjüiange«» 
fAbtten Annales iiuf ettte fe^r mä^fame unb welrl&uftge 9rt Sr ifl urfprÄttgKd^ t)on 
@uler unb befinbet ftc^ in einer Slb^anMung: Solmio facilis problematum qvorun- 

dam geometricorwm difficillimorum. . Nov. Commentar. Pc^lrop. T. XI. p. A. 1765. 

$• 18. VI* $u9 bemeifl i^n rtin geimtetrifcb unb fe^r einfach (de quadrilateris, quibus 

circuhift tarn ixrscribere quam circumscribere licet ; Not. Act. Petrop. T« X. Petrop. 

1797. p. 103. 5. 52.). Sttler beflimmt in erw&bntet Jlb^anblung für ba« gerabltnifle- 
Xireied bie gegenfeitige Sage be« S)ur(^fc^nitt«punft« feiner ^erpenbifel/ feint« ®cbn>er# 
j)unft«/ fo wie ber 9J?itte(punfte be6 ein^ unb umbefcfiriebenen Jtreifed^ au« ben ®ei^ . 
ten be« ©reiecf«* ©a er inbeffeii ben J^albmejfer f nidjt in ben ÄoffuI eingeführt 
\j(xt, fo fonnte er fAr bie 9%eflinimung ber übrigen 3lbfl&nbe nid^t auf Af^nlic^e einfac^ie 
Siefultate unb geomerrifd[^e ®&$e fommen^ n»ie wir fie ^ter enttoitfeln werben* 

§♦ 50* 
Slbbirt man bie gefmibenen 5Bertl)e ber Quabrate \)on RS,KS', HS'', RS''', fo ^ 
tmmt, mW (§. 50 r' + r'' + r^'^= r + AR: 

KS*+ KS*-|- RS>*4- KS*'' = 12R* 

b. % 3n jcbcm ©reiedt liegt ber ÜÄittcIi>unft be« umbcfcferiebenen Äreife^ 
alfo/ baf bie ©umme ber Siuabrate feiner 2lbftänbe wn beii ÜKittel^^unften ber 
»{er berül;renbfn itrcifc gleirf) x% bcm breifad^en lüuabrate t>om ©urdjmeffer.be« 
iimbef(i^riebenen Jtreife«. 

§.61. 

tScnn O wie (i^'^er brr TiurAfxfinitt^pnnft ber ^erpenbiferAM, BN, GP Ui 
' SreiecT« ABC ifi< unb man ite^t OS,. fo iß: 
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OS = (AF - AP)» + (OP - SF)». 
^it ift abtt AF =- (-a+b+c) unb AP = lll+L*+f! , fotgKd): 



AF 



- AP = (*'^-h<^)(^-i-b-c) -<(a+b-c) ^ 

2C * 



iA 



ferner / »ett (§. 35.) OP = (-a*+b'+c« ) (a'-b»+c») ^ ^^ ^^ „^ g^ _ 
fo 1(1: 



OP-8F 



_ (-a*+b«^-c*) (a».b*+c») -c(- a4-b4^i>(a.b+c)(«-t-b -c ) 

GnbfUtttirt matt tmit im 9ttibnt(fe fftr ÖS* f» toirb matt benfejbtn cnbltd^ itt 
btefe $orm bringen f6nnen: 

T^e» _ (-a+b+c)» (a.b+c)«(a+b-c)« - (. a«+b»-Hs»)(a« -b*+c*)(a.*+b*-c») 

tODtauS flc^ burcf^ Sinf&^ruttg ber 5(rei^^aI6me(fer r, p, R ergiebe: 

OS*=:5 ar* - apR 

b* ^* 3n jebem fp{|n)inntgen S)tetecf ifi bad £2uabrat wm 2(6f}anb be4 

J)ttrd^f(^nittg»)unftg feiner ^erpenbifet wm ÜRittetpunft bed cinbefAriebenen Rttv^ 

feg, gleich bem boppelten Guabrat wm ^albmcffer bfefe« i^teifeö, weniger bem 

gie?f)tecf aus bem ©ur^mejfer be« umSefd^riebenen in ben J^lbmefjer beöjemgen 

Ätfife«^ welcher in ba« burc^ bie ^uppunfte jener ^er»>enbifel beflimmte ©reierf 

befc^rieben x% 

@e|t man in btefent Sru^bfudF ttac^ einanber a, b, c negaht)/ fo er^&rr man f&r 
bie Ubitdnbe be« ^unft« O,öoii ben aRittelpunften S', S'', S''' biefe 8lttöbrficfe : '. 

OS* =5 ar'* + 2pR 
OS*/ = ar"* + spR 
OS*''=2 ar^^'^+apR 

b. ^. 3« jcfc^ttt fpi|tt)inHfgen ©reiecf ifl ba8 Dudbrat i>om 2(bftanbe be« 
©urci^fdjnittgpunftg feiner' ^er})enbifel oom 9Äitte{punftc irgenb eine« auffer^att 
berü^renben Äreifed , glei^ bem boppelten Ouabrat t^om ^albmejfer biefe« Ärei^ 
fe«/ fammt bem 9le^tec( au« bem ©ur^meffer be« umbefc^riebenen in ben, <^alb^ 
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/ . . 

meffer bcSjentgen Äreifed/ »dc^er in baS burc^ bie SfttfItHmfte jemr ^txptxüixUi 
U^\xtmic ©reterf^ beft&neben ift* . . ^ . ^ 

(Sd tüirb fetttf Schmierigfeit ^abett/ biefe S&^e fo n)ie bie folgenben fär ^a^ 
ftumpftüinf (ige £reif (f um{ufonften uttb au«{ttbrA(feii/ wenn man fid^ nur ber in $« %i^ 
bef(i^riebenen Statut Iti ^a(6me{fer4 f erinnert 

abbirt moir bie gefunbenen SBert^e ber Ctnabrate t>on OS, OS', OS", OS^, fo 
fommi, weil (§. 28O r» + W* + r'^* + r'^'* = 4 R (2R . p) : 

OS*+OS*+ ÖS*' + ÖS*'' z=4R(4R-p) 

b* ^. 3n jlcbem fpi|tt>infKgett ©reiecf liegt ber ©urd)fd>nitt«puttft feiner 5>cr^ 
|)enbifet alfo/ baf bie (Summe ber Duabrate feiner ?tbflÄnbe t)Dn ben SWittet 
j)unften ber t)ier fcerü^renben Äreife, gfeic^ ijl b«n Stec^terf avA bem boppeftert 
SDurc^meffer be« umtefd^riebenen Greife« in ben Überf(f)uf biefe« bo?)pelten ©urii^^ 
mefferg über ben •g)a(bmejTer beöjlenigen Äreife«, tt^clc&er in baß burc^ bie guß^ 
t)unfte fener ^erpenbifel bejlimmte ©reiedf befc^rieben x% 

' ■*■•• 
Serbinbet man bie fünfte K, O bnrc^ eine ®erabe^ fo t|l badOtrabrat berfelben: 

KO = (Ac . AP)» + (OP - Kc)*- 

• • • 

iRutt i|l nber ; Ac-APss^^l^, 

ac 

»nb (§. 35. 45.) 

OP - Kc — ('» * + ^* + c*)(a*-I>* + cO-c»(a«4ib«.c*) 

©ttbfittuirt man bemnac^ biefe SQfrt^e im Su^bruct fär KO^^ fo wirb berfe((r 
na(^ gc(^6riger öcorbeiiung in biefe ^orm fiberge^n: 

KO — • »*^^<^* -('^* +b* + c*) ( a»-^.* + c»)(a*+b^-c *) . 

woran« man er^ÄU : KO=Rt.4pR 

♦ b* b* 3« J^i^^ fpigwinfligen ©reiedf iff ba« SJuabrat t>om 2(bf?anb be« 
©urd^fc^nittdpunft« feiner ^ert)enbife( t)om SRittefpunfte be« umbefd[}rtebenen 



Strtifti, §Mft boii Caotrat rem .^valBttcfft^ ^^^ Xni\ti, ictnigtr taa ttvxtlß 
ttn 9ttdittd <mi efcai ticktn fy^thnc^tr in Ittt X^u^frmrTcr ^t^i^1t jcn j^rrifcf^ 
ptldfn m Uii tvtd) ric ^ufpniftc icnfr ^>fnmitif(I bttnnuntt ^rtiect (cjjibricr 
htn ift. 

$. 54. ' 

Wim w^m L fftr bes atttfefpnnfr tu vom lai Z^med MNP 6ff((rirbcini 

ihrct^^ , bffrn J^albleffe r CS. 360 9let4 - R gefwAm toiitbf/ mb jie^ bte Qerabt 

OL; fe i0, mtl O {ostcu^ bet aRittelpnnft hti in bad X^rtietf MNP befcbricbcnm 

Sttti^i, ({. 49.) ^ =F - R*-^R nb, ba i»ir fo ebfK KÖ^s R< - 4^ R ^MtM, 

fc frrge HO=z 4 ÖL ober : 

KOssOL 

9B&re ba^ IDretecf AB.C fhtnpfioiiintg # 2.8. bei A, fo lo&rbe matt mt^ bell 
SEBert^tt ÖL^siR« V^R anb HO s R>4i4^R ba« n&oiUc^ Sicfiricat fiubcit, 
f9 ba^ maii bftt Sab tt^ik: 

3ü jebnit J)mc(f ift bcr ^urc&H^mttdpunFt feiner ^erpenbifel wm ÜRittet 
)>uttft bei itmbtfd^nebenen .Greife« noä) tixmal fo )t>eit entfernt ald )»om ^ll^ittelf 
)^unfte bedjentgen Greife«/ ml^t burc^ bie ^uppanftc jener ^Perpenbifel ge^t« 



3Ratt f&lle aui bem SRittelpttnfte L aof bie ©ernbcn AB» CP bie Seitfrecbfeit 
U, LH, fo ifl LJ = PH unb, toetf bei H ein re^t^cr SBinfel/ fo {(t befanntlic^ im 

3)tt«rf OPL, PH = '^^"^rX ^^ » 9^«" iff "^f LP = ^ R tinb (8. 54.) 

2 UJr 3 

^* =3 i R? . /) R, ferner (§♦ 35. 450 OP . Kc = p R, folgtic^i LP*. ÖL = OP . Ke. 
©ttbilitttirt man biefen «uWritrf in PH = LJ fo etgiebt f?*; 

LJ = i(OP + Kc) 

2 

Slud n)el($er (Sigenfd^aft man befannt.Iicb fc^HcSf, ba{l bie fünfte O, L» H in 
ein itttb berfelben geraten ?infe liegen, unb e« erl^cKct ber ©aft: 

^n jebem ©reierf liegen ber SWittelpnnft be« ttmbej<^ricbenen Ärcife«/ ber 
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T>nxi)^^nittipuvltt feiner ^erpenbiW 4inb bet SKittetpunft be« Äreife* butä) bie 
'^fpuhfte .berfe(6en üt ein unb &erfe(6en geroben iiait, beten ^itU (ugletc^ le^^ 
ter ^unft ijl. 

S- 56/ ^ 

SBciC ölfo ber ^Junft L in bet SSflim bet' ®etaben «0 Keftt, fo i(l auc^ bet 
^ttttft J bie SWitte bet ©erabe« Pc, unb, ba ^ieraud Lc =: LP =3 i R folgt, unb eben 

bfefe« anf gfeicfie 2Beife fit bie (Seiten AC, BC (latt finbet, fo^nt(le^t ber ©aft: 

3;n jebem ©reiecf trifft betÄteid, »eichet butc^ b'ie g4iß))unfte feinet ^tn 
»»enbifetge^t, jugleic^ bie ©eiten beffelfcen in i^vm ^itttn^ 

ÜBemt man bie ®etabe LS ,jief)t, fo i(l befanntlic^ im Steied'KOS, weit L 
bie ÜRitU *)on KO ijl, aLS + 2ÖL =K& + Qs! ©ubilituitt man l^ierin bie avii 
$.54« 49* Si« befanrtten SBett^e bet Üuabtate wn OL,KS, OS, fo fommt LS = 

^R* -xR + r* »(-jR.r)« Obet: 

LSsr-R.r, 

.2 

Unb t9enn man l^itxin na^ unb nac^ a, b, c negativ fegt : 



LS' =2 iR + r^ 

a 

LS''c=5 -R + r'/ 
a 

LS'''=-R + r"' 

* ;Da nnn ($. «6,y * R b^t ipalSmeffet be« nm ba« Siteied MNP befc^tiebenen 

Jtreife« felbfl ifl/ fo etgiebt ftc^ ^ietau« nac^ einet befannten Qigettfc^aft bet jeteife/ • 
»elcje einanbet berft^ren , folgenber Sag : 

" ©et ^rei«/ weiter burc^ bie ^uppunfte ber ^erpenbifef <xm& t)reierf« ' 
ge^t/ fcerö^rt alle t)ier bie brei ©eiten beffclben berü^rcnben Greife, unb jwar ben 
innerhalb berü^renbjn inner|>al6, \ibtn ber auffer^alb bertt^renben aber auffer^ 



-y 



• I • \ 



«B9t sa Kr y^ottssz Saj i t Mt QkrdHs I^ l^\ LS\ l^^ |«4)m« 

, (• Witt (5.>): 

LS — LS--^LS-^LS''=i6R 

brt tait(c)d|rricifBea Stm^. 

S- 50. 

Srf«»t aaa tie eertl« ^ Strobce LS, LS% LS \ LS-» i»i CuAbMt/ vi^ 
abbin (k/ fö fcant CS. ss. 5.): 

fo(gK4 (S> 50. 93.) : 

iiÖ» + KS*+ iß''+ RS'' + RS''^ =5 LS*+ LS' + LS"* + 1^'^' 



bi If. »cü KO = 4KL : 3n jebon ^rcictf tiejicn bw Wittclpunftt fciwr 
t>icr Bcrfi^enben i^cetfe alfC/ bof bte ^umme bcr £^uatrat< ihttt ^b|)«int>t vom 

c(f« ae^/ bie @uinmc ber JDuabrote i^rer 96f)änbe 00m Wittdpunl^ M um^(( 
fc^rtetoten Xtti^ti um tai wrfaiit Guatrat wm 9(b(lanbe bicfcr btibcn äXiN 
tclpunfte wn einonber fcftfl ä6ertrijfn 

/ ^2 wirb ni^t nitinterefrattt fcpii/ (icr {u (emetftit/ iafi, wie fcbPit (Saritoi 
Ca. D.) gcfunben ^at/ ber 6ci)werpu)tft tti ^reCecft AHC ebeiifoDt in bcr (Btrabfii 
' KO lit^tf unb jn>ar/ nac^bem man biefelbe in brci gleiche Xbfile ^etbeilt ^\\U im er» 
den ^bttlungdpnnfte v)on K an. i^unx xouxn man bic C$)<rabe (lo jlrbf/ ivflitif bir 
RO.in' G fcj^neibe , fo ift, »eil CO mit Kc parnllcl ^ebt, Clc : M] — lic i CHI. flfuil 
i(i aber (§• 450 OC = 3 Kc alfo auct) GC = a Gc, »ober pffcnbar G bfc fidm»rr# 

«ittnft bee ^reietfa ABC ^ Vtan n^irb (lierau« bif 9lb|lAnbc biefe« *piinft« t9()H beii 
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/^ 
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iii^v Uttailfttttn cfjw Sd^wierfsfcit fee iKmmen f dniten. aScil GK es - HO, GOi c: 
r HO, GL s ^ KO, f9 ^at wavi foflhicf^ ($. 53.) : 

GKö i (R».4*R) - - 

. 

y ■ • • 

GL=^(R».4/.R). 

gerncr jie Je matt bie ®etabe GS, fo i(l GS =3 RS + i KÖ* - J KS.KO . co».SKQ. 
9?lttt ifl aber cos . SRO == -QS+RS + RO ^ ^j^.^ ^g»_. 1^ ^q^^_^ j Qg* . , rÖ) 
lutb/ tt>entt man btenn bie (§. 49. 5>. 53.) gefunbeitcn ^ert^e ber Quabrate »on HS, 



OS, KO fnbflitutrt/ fo crgtebt ftdj enbltc^: 

GS*= iR(2R4.p).ir(aR.r). 

93 ^ 

Um bie Sibjl&nbe De ^ ^hntft« G ^n ben aRtttelpunften S^ S^', S'^' ju er^olten^ 
fege man nur in btefem Slu&brucf nac^ unb ttac^ a,b, c tiegatit)^ fo fommt fertter: 

GS * =3 -R(3R.Ä) + lr' (3R4.r' ) 
G8»s^R(2R-p)+ir''(2R+r//) * 
GS/*'= -R(jiR.p)4.1r"'(aR4.r''0 

«bbivt man biefe SBevt^ ber Quabrate loon GS, GS^ GS'^ GS'^^ fo er^ft 

man: GS*+ GS*4.GS*/ + GSw = — R(4R-p) 

9 

b. t). ^n jebem fpi^iDtnf (igen iDreiecf ift tit ^nrnmt ber Qnobrate &er %h0 
fl&nbe feined (S^noerpunftö t)on ben !0litte(punf ten feiner i^ier berü^renben Siviiit, 
gleich merje^n JReuntet be* Sle^tectd auö bem ©urd^meffer bed umbefc^riebencn 
^eifed in ben Überfd^uf btefed boppelten ©urc^mefTerd über tm |)albme{ffr beS^ 
jenigen :^eife&, welcher in bai invi) bie Jußpunfte ber ^erpenbifel befKnunte 
Creiecf befcbrieben i%^ 

»a »ir (s/öa.) ÖS*+ ÖS* + ^'* + ÖS''' ä 4R(4H-f) fl^fwnben ^bcn/ 
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»ttb fit ein {• Q. hti A, (lumpfwinffiged Dretecf ABC brr Sludbrucf 4R - /i In 4 R 
•i*# übergebt/ fo trb&U man aOgemcm no((^ folgenbc 9ie(ation: 



i 



. — » 



9 (GS + GS' + GS« + GS'") = 7 (OS + ÖS' + OS" + ÖS"0 . 

b. ^* 3« i^^tm ©reiecf |>aben bic ÜÄittetpunfte feiner t^ier berü^renbett 
Äretfe eine foldje Zage ju feinem <Sd;»erpunft unb bem ©urc^fc^nittdpunft feiner 
^>erpenbife(/ bafi bie \2umme ber Duabrate i^rer ^bflänbe wm erflen ^unft ftc^ 
{u ber @itmme ber Cluabrote i^rer 3(&jlänbe «)om {tveiten ^imf t t>er^(t^ n)ie 

7 ju9v ^ 



» . y 



gfünfter %hfi)nitu 

@Äöe , »el^e jt^ au« öerflfetc&enDec ?Sefrad)fun3 iin& we^felfeitiflei: 

QSet:6tnt>un0 Det: bi^^ec )>ot:dett:adenen erdeben. 



§. 61» 



^« feiKn im t^xtitd ABC, M, N, P bte ^ttßpunfte ber au^ ben SBinfelpitnten A, {fg.s^ 
9, C auf bie gegenftberliegenben Letten gef&ateu ©entrechtend beren Durc^ft^nttt^^ 
pnnU O; ferner tot £reie(f MNP, d, e, f bie Serftbrung^punfte feine« inner^b 
ber&^renben streife«/ fo wie d^ eS f bie Serfibrung^punfte feine« änffer^alb berd^^ 
renben it^ ber (Ebene be« SBinfel« PMN beftnblic^en Areife«. 

Seil CS* a60 ber {^albmeffer be« itm ba« 2)retecf MNP befc^riebenen Jtreife« 

gleich -R, fo ijl (§• 80 A def : AMNP = p : I*, ttnb, ba (§. 250 AMNP : 2l 



^jp fBi, fo folgt: 



A def: AMNP =3 AMNP:A» 



, . 98enn b^« ^reiecT ABC (lumpfwinfUg/ ). S. bei A, fo ifl (§« 34. sSO AMNP : A 
=:% R, unb/ »eil anc^ (§. 8.) A * e' f ; A MN|P =2^: R , fo i(l für biefen gaff: 

Ad'yf : AMNP = ABiNP: A^ 

tob^r man ben ®a^ er^lt : 

SDaS SreieA MNP ifl ba« mittlere geometrtfc^e proportional !Dreie(f ^m 

, . , 6 



/-« 



fdfjctt bcm ©teiedf ABC mib jmtw, tt)c%8 bie JBcröf^runggputrftc bcÄjenigen bie ? 
brei ©citcii be« ©rciccP« MlSfP btxü^vtnitn Äreifeg bilbcn, beffen SWittelpunft 
jcbeamal in ben ®urd)fd)nitt«puiift ber. ^rtpenbiW bcd Drciccfö ABC f4ttt 

3Da öengen« bie ®erabe ON fowo^I fcn!rc*t auf AC aW df, fo fjl AC mit df 
parallel unb eben fo de, ef p'aradel mit AB, BC; tooratig folgte baf bi^ Z^rei# 
ecfe ABC, def einat)ber fif^nltd^ alfo (icgen/ baß i^xc bin g(eic(ieit 
SBinfeltt gegen&6er(tegenben @ ect en mit einanbet pqradel ge^n; 
mldjt ti(lm(ic^e SBefc|^affen()eit aud^ ben £)re{ecfen BCO , d' e^f jufommt/ tnbem bie 
©erabe AP fowo^l fenfrec^t auf CP, ali d' e', eic. etc* 

3ug(eic|» lüirb man nac^ &^nlt(^er Sc^^rußfolge n>ie S*4o« buvcf» t^ett ))&¥]^in 6e^ 
'wiefenen ©a'ß auc^ bie Ktc^tigfeit be* folgenbcn einfe^en: 

Sebe« ©reiedC ijl fettfl ba8 mittlere geomctrifd^e ^roportjonal^ ©reiecf jnoi^ 
fi^en bem Äreiecf/ weld^ed bie ©erö^rungöpunfte irgenb eined feiner t)ier J&erüfe 
renben Greife bilben^ vMO bemjenigeti ^ n)el(^e^ bie SDtittetpunfte ber br^i äbrigeti 
feelJimmen» 

S« ifl d e =: 2 ^ cos 1 NPM , nnb, tt>eil ber SBinfel NPM =180-2 y, fo toixi : 

depapsiny} eben fo dfzsapsin^jttnb efssSpsiiiÄ. 

Sfbbirt man^bif^fe brei 9Qert^e/ fo tommt, toeil: ' 

sin « + *^^ i^ 4" ^^'^ y 5=3 .=L, 

rR . ^ 

mib (§• IQ.) MN + MP + NP=2 ^: 

B, 

de + df+ef : MN + MP + NP =: y:r 

b. ^. vioentt man fxi) an bie §• 24» angege&ene Söejie^g ber SBinf elpunfte - 
ABC jum ©reiecf MNP crinnerf: 

©er Umfattg beS ©reiecfg def, welches bie OSeröl^rtingSpunfte beS in ta^ 
©reierf MNP bcfd)rie6encn Äreifeg bifben, t)er^(!i(t fid^ jum Unrfmc^ beS legten 
©reiecfg, wie fidf t)cribalt ber^^albmcjTer biefeS Äreifeä jum';^aI6mc(Tcr. beS in 
baS £>reiecf ABC befc^rie&eneft / mldftä bie 5Kitre(punfte ber auffer^atb ferä> 
renbm^mfc beS ©reic*# M,NP feeflimment 



V'^ 



♦ * ^ 



\ 

V 



^5 

' t« fi^en (m rretecf ABC, p, E, F bie Serfi^niitg^punfte bed ein6efd&r{e6etteit ^. ■ 
Äreiffd, uno m, n, p bie iv^i^öuuftc bcrjScnftec^^ten, welcbc im Sreierf DEF aui 
feinen SBinfefpunfren D, E, F otif bie aegenfibcrlie^enben ©eitert gefdfft fmb/ unb fid^ 
im ^uitfte J fc^tieiben foftcn* 

aBeil nun ber SSinfel FDE= 90 - - «, DEF = 90 - i ^, ie^FD = 90 . i t|f, fo et/ 

^filt man (§• 23,) A mnp = a ADEF .sin-«8in-/3sin -y; aKeitt sin-« sin 

A mnp:ADEF = DEF: A 

Sejcid^net man bemnac^ flleid^wte in §• 8. bnrcib i, *^ *'^ d'^' bie Sn^^Ite ber>e# / 
ntgenSretecfe/ n)e(d}e burc^^ bie S3eru^rungdp^nfte ber Steife t)on ben ^'a(6me(fern 
r,'r', r^'f r'^' beßimmt »trfccn; ferner burc^ ^, ;t% ;t", /t"' bie Sn^alte berjenigen Drei# . \ 
ccfe, xotXi^ bie gußpunfte ber ^erpenbifel in ben Dreiecfen rf, *', J", d^^' bilben; fo 
ergeben fitt/ nac^^bem man in bem 9Bert^e bed Sreiecfi mnp nac^ unb nac(^ a, b, c 
itegatit) gefegt ^at, folgenbe Proportionen : > . 

b* ^. 3n jebem ©reiedt ijl bagjenige ©reiecf , njctc^eg bie 93erü^runp6punf tc 
trgenb eineö feiner vm berü^renben Greife bilDen, juglcic^ bai mittlere georrtetri^ ' 
fd^e ^roportiottalbreied jtDifdjen jlcnem unb bemjienigen^ tcädjti bie guppunfte 
ber ^erpenbifel in biefem beflimmen^ ^ \ 

/, £a äbrigen« bie Seite AC ben eintefc^riebenen JtreM in E htx&ifvt, fo {(t ber 3Q{n^ 
fei XeF = FDE, ^nb »eil FDE = Emp fo ge^t AC mit mp parattri/ unb eben . 
fo ABjBC paraBel mit mn, np. — gerner feijen (gig. 10.) m^ n', p' bie gngpunfte ' 
ber ^crpenbiifel D'm', E'n', F'p' im Dreiecf D^E' F^ w^eldbe* bit Seruljrung^* 
pnnfte bed JCreifeS )oöm ^albmejfer r' bilbem SDa alfo bie t^eri&ngerte AC tiefen 
«wfier^olb bevü^renben Ärei« in E' btx&^xt, fo ifl SBinfel A E' F' z= p'D'F', unb 
»eil p'D'F' = p'm'F' fo ge^t AC mit m'p' parallel/ unb eben fo AB parallel mit 

m' n'. Unb »eil ber äBintel m' n' D = m' E' D' unb F' E' D' = ~ ' = i ABC, 
fo folgt/ ba$ ber SBintel xa' n' p' s ABC unb alfo auc^ BC para ^ p' ge^t* 

^mi bi^fer !8etra()^tung ergie&t (14^» bem« ' ba0 bie ^i /i, >', f/^r-i. 
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/t'^, ABC alle eiitanber hhnlidj älfo tiejert/ baff {ftre bett gleidjett 
^infein gegenftbcvHf gtnben ©eiten mit einanber parallel ge^tt. 

§•64* 
, 8ltt^ ben im vorigen §• gefunbenen ^roportiottett ergiebt fic^ fogfeie^ (§. 80 

ft + fi'^ ßiff + At"' s ;^ (r » + r'* + r'/* + r'"^). JRttn ({i aber (8- 28.) r« 4- 
rft ^ rl/1 4. r'^'Ä = 4 R (3 R . ^) uilb (§• 25O %" = ^ ^^^ ' f'^'ö"^* • 

b» ^. SBcnn man in einem fpilwinfligen ^reiecf bie g^uf punfte feiner ^er.^ ^ 
pzniihl burd) ©crabe x>erbinbet, tbm fa auc^ bic Jnßpunfte ber ^erpenbifel in 
benjenigen t)reiedPen/ welche bie ©erü^rungäpunfte feiner t)ier berfl^renben Itreife 
bilben, fo entflel^en fünf ©reiedPe, beren 3n^alte jufammen genommen bem hop^ : 
pt^m Sn^alte beS t^orgegebenen ©reiedf^ gleich finb* 

3(1 *a« iDorgegebene'I^reiecf (iumpfmitiflig/ fo wirb badDreiecf MNP in biefer 
Summe negatit), fo bag aWban» /A-j^^' + y + zx"' . ^mnp =5 a^^» 



§♦ 65* 



■^i*l- 



1 ' I ~ 

6ö ifl ($♦ »90 mn = DE sin-y, ttitb weil DE = arcos - y, Uttb siny =:; 
1.1. 2 - 3 

3 sin 7 y cos 7 y, fo Wirb : 

mn = r siny; e6en fO mp n r Bm ßj Uttb np = r sin«« 

abbirt man biefe SSertl^e/ fo tommt, ba sin at+ sin^S + wny = ü^ nnb (§♦ 19O 

»A >. ^ 

MN 4- MP + NP = -^ ; • 

mn+mp + nps i (MN + MP + NP) 

b. ^* JDer Umfang beö ©reiedfg, weldje« bie g^uf punfte ber ^Öerpenbifel im 

' ©reiecP DEF bifeen, ijl ^alb fo grof , ali ber Umfang t>ti ©reiedfd, tt)d[c^d bie 

^ugpunfte ber ^crpenbifel im ©reicdC ABC bitbem 

gür ein j. 55* bei A (lampfwiuHigcd Dreierf ABC wirb bie Seite NP im Um 

fange bc6 Sreiecfö M NP"" negativ) /fo H^ aiöbamt mn +mp4-iip =~ (MN-f 
. MP-NP), ^ 
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V ' < 5. 66. 

93ejcid&itet man bie Jpalbmeffcr derjenigen Äreife, welche ixt brei Reiten ber 
/ 2Jre(ecfe ju, ^it', /t", ;*"' berühren, nnb beten SWittefpunfte jebeömar (n bie Duyc^^ 
id^nittipmftt ber ^erpenbifel in beiv Dreiecfen ä, i', i'^, i'" faUen, ber Drbnuiig 
^ ; tiac^ burc^ r, x', r", r'", fo %a\ mm ouö §.26.: 

fi : «r= r : r ^' : /' == r' : r/. /V : c/^' ;= r" : r'/ /i"' : /"' = r'" : r'". 
8Iu* S* 63. er^&ft man aber mit ^ulfe t)ün §• 8- : 

/i:(y = r:2R, ;t':*' = 1^: aR, ^'' : eT'^ =J r'^ 2 R , y;d''' = i^/':2R; 

»ojer jic!|> ergiebt: 



r* = 2 r R, 



,/i 



3 r' R, vff^ = 2 r" R , ' vfff^ =- 2 r'" r. 



b- ^» 5!Benn vxan in bem ©retecf/ noXd^eS bie SSerü^rungSpunfte trgenb ei^ - 
nti feerü^rcttben Greife« bed beliebigen ©rciecf^ ABC bilben, bie Jußpunfte feu. 
ner ^erpenbifel burd^ ©erabe tjerbmbet; fo ijl berjienigc bcrül^renbe ^rctg btefcS 
fo entflanbenen ©reiedfö, beffen ÜRittelpunft im ©urc^fd^nittgpunft jener ^eri^en? 
bifel (legt, ^Mtt^^^ 35ef(^affen^eit, baß baö S'le^tecf ouß feinem ©urcfimeffcr in 
ben:J^aIbmejier be« um baö ©reiecP ABC 6efd;nebenen Äreifeg, gtei^ ijl bcm 
Cluabrate ^om ^dbmefier jeneS berü^renben Äreife^ bicfe« ©reicrfg* 

£a Abrigenf in jebem galle ba^ X^reiecf i fpi^toinfHg ifl/ jebed ber SDreiecfe 
9fV'y V^' hingegen flumpfmintfig bleibt/ roai fel)r (eicbt erteilet / n^enn man bie - 
SBinfel ber 25reie(fe eT, V, *", V^' Mi ben SBinfeln be« 3D)rciecfö ABC benimmt; fo 



folgt offenbar, baf bie ÜBertbe jener ßälbmeffer r = -77, r' 

*%///a 2 n 



2R* 



.// 



2R 



■*-' 



r'" = 'jg- feiner SSer&nberung unterworfen jfnb/ wenn ba« 25reiccf ABC ftumpf# 

Volnflig wirb, unb baß jebe^mal ber Ärei^ bom Jg^albmeffer r ein innerhalb beriU)renber, 
tiugegcn jeberÄreid »00 beft^albmeffern rV^"/ r'" ein aufferf)alb beruljreuber fe^n 
wirb/ ®o i(l j. S3. r' (^ig. 10.) ber ^albmeflfer be^jemgen bie brei Seiten be« iDre(#^ 
ecf^ m'n' p' aufferbalb berÄhrenben Äreifei, welcher bie bem Söinfel p' m' n' ;;= « 
gegenftberliegenbe Seite n' p' felbjl 1)erttt>rt» SWan Ijerglvic^i fiieruber ixt ©eiradj)? 
tung bed ^albmefferö f in s/24» 
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§♦67* . . 

aRuftipUdtt man bie 3BertI)c biefet t)icrNg>aI6m«ffet r^ r', r'', t"' in emanber^ fo 

fommt/ »eil (§. 2O r r' r'' r''' = A» ttltb (§• aoO ^ ±=Q: " 

fc. ^. »e« Ott(|> 0=3 i (MN + MP -f NP) : 

©ic tjier oben §♦ 66^ befi^riebenen ©urc^meffcr atr at', at^', ar^'^i^^^ 
»on ber 93cfd;ajfen^.eit, baß jwifd^ett bem 9{cd)tccf auö j|e pi6m, berfelbert unb 
bem Stec^tecf aug ben betben übrigen ba« lliuabrat t)om falben Umfang bef 
©reierfd MNP baS mittfere geometrifd^^e proportional ^Ouabrot ifl* 



M 



Sfbbirt m^Xi bie SDBertl)e ber biet ^albmeffer r, r', t", t'" fi^ ifommt nii^ §• 28.: 

r + r' + r'^ + r'" = a(3R.p) 

b* ]&♦ ©ie (Summe ber tier §♦ 66* befc^riebenen J^albmeffer r, t', r"/ jr"' 
ifl gleiöE^ bem boppelten ©urd^meffer be* \xxa baö, ©reied ABC beld^riebenen 
Äreife«/ voeniger bem S)urd)meffcr beg in bad S)reiedf MNP biflriebenem • 

SBeittt d, e, f bie Seiten be8:iDreiecf« DEF bejeid^nen, fo \fiX man'ttttJ V lo* 

a^ + C« + f* =3 2rr(r^ + r//+r^/0 ^^^ ^j^^ ^^^^ ^^ gg ^ ^ _ iL . 

d« + e* + f* = 4r (r' +r'' + r''0 

b. ^* ©ie (Summe ber Xiudbrate t)on ben ©eitcn beä Sreiecfd DEF ifl 
glei(^ bem SRed^ted auÄ bem ©urd^mejfer beö xa baS ©reierf m n p befdjriebenen 
Greife« in bie ©umme bei; S)ur(^mejfer x^on ben brei aujfer^atb beru(i»renben 
»Greifen be« ©reiedS ABC* 

SIBeil übrigen« r' + r" + r''^= r + 4R unb Ar (r+/iR) =^ /»rr 4^8r*/ fo 
fommi auc^ -d^ + e^+f* =,4r (r + 2r), XdtX^tk voürommen mit bem %.^l. er# 
»icfenen ®ai^ äberetnftimmtf inbem r jugleid^ ber Jpaibmejfer be^ um ba« 2)reie(( 
DEF befcl^riebenen Äreife« ifl^ , 



y 
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^ur bit Scünt (er X)reie<fe f, ^^ V^^ tx^iU man aai %* lo* «ed^ foIgriAe - 
Dtdotioiitii : ' 

d'» -^ c>* + r* = 41^ (r^' + r'^'.r) 
d''' + e"* + f '5 Ä iir" (r' + r'''. r) 
d///«+ V"« + i'f^ — 4r'''(r' + r'' - r) 

b. ft* S»^ jfbem ©rcierf i\i bic (Summe ber Curtfcrate t>on frcn ^ften tt€f 
jem'gen ©reiecf«, feetc^e« tte JBerüfcrunggpunftc irgenb emc« feiner mtffer^lb hts 
Tu^renDett ^tfe bUttn, oj^cii) htm diec^tecf aud bem Suri^me|Tcr tt9 {Uge^öri^eti 
»er Äreife t>on fcen JF)afbmeffern r'/ r'', r'^' (§• 660 m bie Summe Der ©urd)# 
meffer wn fcen Seiben anbem auffer^tt &erö^renbto Greifen, tpeniger 6cm 
' Surc^mefier bti imter^alb berö^renben« / 

• 

aRuIHp(ictrt mtin in $• 10« bte SBert^e ber Qtittn d, e, £ in eiitanber^ fo fommt 
def = sr'xos ~« cos-^ cos -7 unb^ bvAcft matt biefe (Soiinut Ht^ b(e ScU 

teil be& £ireie(f« iffiC mi^ fo entüebt, toeil aKbann: 

CO»—« cos-p co5-y=: -; — =r# 

mib r =2 Tb '(5» 660: 

def=3/irA 

b- ff. ©a« fenfrec&te ^<traaetepi»)cjb au« bett ©eitert be« ©reiectt DEP' ift 
gletd^ beitt fenfrec^tert ^r(dtna, beffen ®ruitbflÄt&e ba« t)reiecf ABC unb bcffen 
J^d^e ber bo^efte ©urd^mcffcr bcö in bai i)retecf mnp tef(3^ritbc«cn Jlreifca. 
\ @e^t man tn biefem SSudbrucf nad^ unb nac^ a, b, c ncgatit),/ fo er^&(t man 
^fär bie leiten ber SDrcierfe (T', ^', <r^: . ; ; ' 

ä'e'f=4t'A, d'^e'^'' = 4r"A, d'// e'" F' =3 4 1'" A 

t). I). 5n jefcem ©retedf tjl ba« fcnfrerfite ^avaUeUpiptb ani bcn «Stiten be*< 
jtni%tk ©reierfö, »cldjeS »ic ©erü^rungSpunfte irgenb eine« feiner fluffcr^«l& 6f* 
rü^renten Greife büitn, gleich bem fcnfrec^ten ^xima, bcffcn ^ö&e ber bpppclte 
©urdjmeffer beö jugc&örigen ber ^eife wn ben ^albmeffern f, f'', {'" (S. 66.) 
wttb beffen ©r^iubflftc^ b<^ »Wfgeyttnf X>rei«f jet^ll i% 
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f lt.«.«. «tt« S. 38. folgt fogJelc^ OM + ON + ÖP = ^ +, 2 r + i- unb atfo, »eil (§.66.) 



R 






aR- 



■"* , 



OM+ON + OP =p+2(r+r) 

b« ^* t)ie @ttmme aui ben brei älbfl&nben beö Ourd^fcbnittöpunftö ber ^er^ 
penbiM im iDretecC ABC t)Dn best leiten beffelben^ ifl gleich bem ^alBmejTev bed 
in bai QreiecC MNP it^djtUitnm ^tti^ti, fammt ben S)ur(^meffern ber in bie 
©reiedfc mnp iinb ABC befd^ricbencrt Äreife* 

3|i ^a« :2?rei((f ABC flumpfwinntg j.*». 6ei A, fo wirb OH . ON . OP =c 

ffa,ii ®^"^ **^^^ ^^*^^^ ^' ^' ^ **^ gufpunfte ber ^et»)ettbifel fm^reierf ABC t)or# 

(leffen, unb man befc|>reibf In bie ^Dreiede ANP, BMP-, CMN Äreife, beren ^att# 
ntf ffer wir bev Orbnung nac^ burc^ bte Suc^flaben p% p^ f"' bejeic^nen wollen/ fo ifi 

>' = 2AANP folgKct^, weil ($♦ »SO A ANP = Aco»«» ttttb (§• 19O AN 

AN + AP + NP ' ^ _ 

+ AP + NP = (aJJ-b+c) cos«: 

p^ =5 rcos«; eben jo p" =^ rcos)8, nnb p"' =: r cosy* 

Stimmt man biefe 90ertbe jufammen/ fo fommt/ weil ($«324) cos #4- cos )S 

+ cosy CS ^^^ ttnb C§. 660 r* = arR: 

p' + p// + pw = r + ar 

b* b» ©ie (Summe ber J^albmeffer ber in bie ©reiedPe ANP, BMP, CMN 
befcfyriebenen Äreife ifl glcidb bem ^albmejfer be« in t>ai iDrciedt ABC bef(i^riebe^ 
nen, fammt bem ©urdf^meffer be^ in ba«©reiecf mnp (gig* 90 befcl>riebcnert 
itreife«» 

SBenn ba« Drelerf ABC (him»)fwinHifl s^ S5* bei A, fo ifl Ä"+p'''.p^=r+ ir. 

Sttbflitttirt man ben ®ertb ^on r 4- a r = p' +p'' + p"' in ber §. 7^ gefun^ 
(uttbenen Stelotion/ fo ergiebt (ic^ aucb: 



\ * 



^ ^ 



«.. 



\r 



b. (• T^it Qmamt aui ben txti StBfbSnttn frtd X^urcblUiutt^punftiS tcr $>cr 
pcnbcfcf im Ditiect ABC wn tm Letten 6tffei6tn/ ifi oileid) ^cr ^&mmc autf itn 
Jpcdfmiifitm ttt » tic ©reicrfe ABC, MNP, ANP, BMP, CMN bcfd>ritbtiun 
Ärtifc* 

gut ein bei A fhimpftDinflised Z^reiecf ABC ifl OM - ON - OP s i - 1> • |i' ( 

(Stfitbt man btc SBert^ ber ^^ ^', ^''' iiti Quabrat/ ttnb abbitte fo (ommt/ 
»eil (§• »3. 34.) cos«» 4- cosjS» + co»y* =« -^: 

^*+/'* + f'"* = 3r(R-#) 
b. ^. Die ©umme bcr Duabrate t)Ott bcn Jpalbmt^tvn b?r irr bie ©teiecfe 
ANP, BiVIP, CMN befd)rie6enen itrcife, ifi gteic^ bem 9fed)tecf au« bem X>uviy 
meffer be« in bai SDreied^ m n p (gig^ gO befc^riefeenen itreifcd in ben Unterfifcieb 
^er ^olbmeffer be« um bad S)reiecC ABC unb in bad Sreted MNP befd^riebenen 
^eife«. 

. SEBert 2 (p/ |i'/ + /|i''' + ^' ip"0 = 0»' + p" + f "0* - p'-* - p"* - p"^* » fö er# 
giebt fidj> aug §. 72. 74* : 

b. b» 2)ie Summe ber brei SHec^tecfe aüö je gmeien J^albmeflem ber in bic 
©retecte ANP, BMP, CMN befcf)riebenen Äreifc, i(t gleidb bem boppelten Duo/ 
brat t)om Jg>albmefier bed in bad ©rcicdf m n p (Jtg* q.) bcfd)riebenen Greife«, 
fammt bem fRt^ttä aui biefem ^albmeffer in ben J^albmeffcr be« in ba« ©rei^ 
cd MNP pM bem ©urc^meffer bed jn bai ©reiect ABC befd;ncbenen Greife«. 

» ■ 

§. 76. 
SRuItipIicirt man bie SBcrt^e ber pS p'^ p'^' in einanber/ fo tommt, votil coi# 



cos^ cosV ^^ 



^ p 



2R* 



p'p'y/ s=: r^r 



/ . \ 









5^ 



\ _ 



b* %. ©a«,fenFrcd^te ^axoätitpv^^ aud fem ^alSmeffem ber in. bie iDreie 
ccfe ANt, BMP, CMN befcf)ncbencn Ämfe, ifl gteid^ bem fenfrec^c« >Para«e(ei? 
I^ipefe aiid ben ^albmeffem t^x iw bie ©rcted c m n p , (^ig^^O^ MNP, ABC 
befictjwfcenfn Greife» 

93ejei(i^net man ten 3nt)alt be« Srciecf«, »eld&e« bic ^albmeffer p', ^", (i^'{ bfst 

flimmen/ bur* A' unb bcn Sn^oU be^ Dreiecf« au« bett,®erabfii AO, BO, CO 

burc^ A''/ ferner bad ^robuft (cos«4-co8i84-<>osY)(-<^o^* + cös/3-f*^osT)(co^^ 

-* cosjS + cosy)(cos«4- C05/3- cosy) bttrc^ P; fo ijl A' = r *"* V'P ««b A'^ =3 

R* /P, foIgU* weil r« = 2rR: 

A': A'' =: r:»Ii 

b, li. ©er 3n^alt bed ©reietfg avA beti J^affintefferrt bet in bie ©reiecfe 

ANP, BMP, CMN befdjriebenen ifrcife, wxUM fi* jum 3n^alt beS ©reiecfd 

au« be« ©eraben AO, BO, CO, wie ber ^albmeffer bed nt ba« ©reiecf mnp 

i%\%. gJ befc^ricbenen ^eifc« jum ©urctjmeffer be« um bad'Srcied ABC be^^ 

' fd^tiebenem 

§• 78* 

«ffienn O', O", O"' V\t «Wittelpunfte ber in tote ©r*(erfc ÄNP, BMB, CM« 
. (e]f(^rieb(nrn ^rttfe finfe^ unt man gie^t bie ©craben AO', BO", CO'", fo iß: 

ff fll . gn i . 

AO'=-r^r— , BO"=5^*T-r", CO"' = -'^^ 



V , 



3inJ« ' sin^^ ' ^ sin^y 



p' ^^/ p/// 



foIgK* AO' . BO^' . CO''' = T— r — . , ^ » , • Wun i(l aber (§• 76.) #' p'^ p"/ 

s;=: r p r unb sin - Ä sin - Ä sin - y c= -77 / foIflliÄ : 

AO' . BO" . CO'" = 4 r p R = 3 p r* 

b. % ©ag fcnfred^fe ^arallelepipeb au« ben SlbUtänben AO', BO'^ CO'" . 
{ft 9(et(J) bem fenfri'd)ten ^araleffcpi^eb, beffm ©runDflac^c ba« Ouabrat wm 
jg)alt>tticfFcr bel5 in ba« ©reiecf A B C befcbriebenen ;Ä>otfe« i|}, unD beffen ^ö^e- / 
ber ©urc^mefler be« in^ba« .©reiecf MNP befc^riebenen^ 



In 



)• * 



PCy, MO ', PO', MO*^', KO^" 8t* i»« f^fttuftt vtÄ ^Ui*er »rtfft |li<«ii«tili 
CMN ergic^r. £irfc Seactbiss tu am( osf »m fd^tiAtii $« aniHmtn^tii. 

SRan besric^ btc {)aU)inei)et Ux vm tie iDrttttfe NP(V, MPO'\ MNO^*^ b^ 
f^riefeafii Ärcifc ban|r 9t', 9i''/ 91'", fo ijl 91' = ^^-^^..f^; anttn NP =a 

«cos«, NO' = -r^i-T" , PO' =z -TT-" # ««»> ANPO' = -•/com, foIgHc^: 

»'= , > .; . 7— ; ««*« fo 9t" = - r / . , , itnb 9t"^= , / . ;^ , 
aRulttpiicin man bufe bret SBert^e tn emanber, fo (ommt, ipeil (S. 7<>0 /f'' 

f"' S r^r unb sin-« sini/8 süi-y=:-L, unb r» =s arl\ ($• 66«) : 

S 9 9 4R 

JA' 91'' SU"' = ^rR 

b. ^* ^ad fenfrec^te ^ara(le(eptpeb au« ben |)albmefiern bcr um bic CrciV 
itfe NPO', MPO", MNO'" befc^riebencn if reife i(l gleid) bem fciirvcd)ten *P<i# 
roUelepipeb mi ben ^dbrneffem ber Jlreife/ n)eld;e in ba« X)reiecF MNP unb in 
imb um ba« Sreietf ABC befc^rieben ftnb« 

- S» 80. 

'- URm fÄffe an« jebem bet STOfttelj^unfte O', O", O''' auf bieJenJge «iJre bei 
Svetecf« ABC, weli^e bcr iuge(^6nge JtreU nidi^t UxÜ^xtf eine ^enfredite/ unb be# 
lei^ne biefe brei ®enfre((ren ber Crbnung nac^ burdl^ pS p'^ p''^ fo ifl offenbar : 

ap' + (b+c)^' s= 9A 

bp''+(b+c)p"=aA 
cp'''+(a4.b)^"'=3A 
'Slm ffl aber mm man bie Serr^e ber J^atbmeffer y, {^^ ^''' Cf« ?2*) turci^ bie ' 
eeiten be« Creiecf« ABC barflear: 

/ (-a^+b^+c«)A ,, («^-b>+c>)A > /;, _ iL*+i'*-^*) A 
^ -^ bc(a+b4<c) ' ' — " ac(«+b+c> ' ' — abta+IT+c) • 



y 



5» 



«.< 
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itfl* gel^firfget Umformung: ^ 

/ ^ _ b(aVM+c^) + c(a*+b^-c^>+aabc 

*"^ *"""-; ' . abc(a+b-f.c) ^^ 

Uttb/ »enn man ^^iw »ieber bie ^alfcwcffcr §', «", r einfährt : 

Q?6enfo •. p''=^'+g'"+r 

vb* ^- 3cbe ber ©cnfrcd^ten auö bcii SKittcIpunften O', O'', O'" auf biejie^ 
mgc, ©cite beS ,SDreiecf^ ABC, tpclc^c ber, jugc^örige Äreiö nid^t t>crü^rt, ifi 
glcid^ bcr ^^wvcm^ auö^bcrn ^atSmcffcr bcÄ \x\, ba6 ©rcied ABC bcfd^ricbencit 
Greifes unb ben ^albmejTern berjenigcn Greife, wcl^e bcn fceibcn anbcrn ÜÄittet 
"pwxAiiXi angehören* . / 



§. 81* 



ft«*9* 



9Ibbtrt mau in ieber birr fo eben gefunbenen ©(etd^ungen auf betben Seiten ben 
fe^Ienben ^albmeffer ber §', g'', 5"' to.er^&It man fogleic^ nacfe $♦ 72.: 

p'4-«'=p" + «"=p'''4-e"'=r + «' + e" + «"'=2i[r4-r) 

b* J^* ©ie §• 80. feefc^riebenen @enf rechten p', p", p"' werben aKc einanber 
gleid), tuenn man ju jeber ben ^^albmeffer be^jenigen Äreijeö ^irijut^ut, au8 befi 
fen. 5Kittcl))unft fie gefallt würbe; unb jwar gteid^ ber ©umme ^\xi ben ©urd^ 
ineffern *er xa t^xt ©reiecf e m n p (gig, 9O unb ABC befd^riebencn Greife* 

§♦82/ 

SBenu man (xyxi bem 2»ur(|>fcbttittg}3unft J ber ^erpenbifef im 35reiecf pkp 
©enfrecbte auf bieSeiteu BC, AC, AB be« Dreiecfö ABC fAIlt, unb biefc brei 
6enfrec|>ten ber Orbnung bur* «'S t'', ir''' bejeidjnet, fo ift ir' = DJ sin JDC; (xSktixi 

(§. 33.) DJ = 2 r sin i % unb ber Ußinfei JDC =; EDC + EDJ =3 90 + - (^-y), 

f olfliic^ t' =; 2 r sin - « cos 7 (^ - y). 9?un i(l aber sin - a = cos r . (^3 + y) unb 

^ 2Cos~ (j84.y)cos - (yö-y) = COS /3 'J- cosy, alfo er^AU mau »' =: r(Qosj3-fco8y) 

'* '** "~ * . ' •' ' 

" mit? n'.i(^- §.- 7s.': • . ' . 



• 



/ ^ 



SS 

b. K Cer 2ft»jlanb tc e *Punft« J von ir^enr einer 3eitc ^rt t^rcicctt A R 
iflt gfefib rrr (Summe auä een ^albmciTcnt berjrnij(en beicen Greifen »e« ^cn ^u^f 
^ betrachteten um 0^ O", O'" (gui. ii.), »e!*c eben jene sSeite terübrcn. 

§. 83. 

Sbbtrf «an m jeber ber fo ef en gefunbenen ®(et<buii ^en auf bctben Getttn ben 
ft^IenVeu JE)aIbmeffer ber f', p'^ p'^' fo er^&It man fo jlei(^ na^^ S« 7a. : 

>• ^ ®ie ?lbflänbe be« ^unftd J t>on ben (Seiten be« !Dreiect« ABC wcrr 
ben oKe etnanber gleich, »enn moiXi ju jebcm ben Jg>a(bmejTer bedien iv^en ber 
Äreife yxsa O', O", O"^ (^ig* ii.) binjut^ut^ welcber bie jugeböricje Scirc ni*t - 
berührt; unb jwar gleich bem ^albmefTer be* m ba« Creicrf ARC befcbriebcncn 
Ärcife*, fommt bem ©urd^meffer beö \n x^sKi ©rciecf lunp befdjriebenem , 

§♦84. 

^ubflittttrt man bie in S* 8a* gefunbenen ®(eid^utigen in benen bei §. 8o./ fo 
ergiebt (i(|i fogleit^ : 

p' . y' = p" . t" = p'^' . w"^ =: r 

b. b- 3^bc ber (§. 80,) befd^riebenen ©enfred)ten p^ p'^ p"' übertn'tft bie- 
jenige ber ©enPrec^ten 9r^ »'', tt'" (§. 82.) r n?e(cf)e auf Xi\z nÄmlid)c Seite bed 
J)reiedEd ABC gefSttt ifl, um ben |)a(bmcjTcr bed in ba8 ©reiect ABC befdjrie? 
benen Äreifeö» 

§* 85. 

3Benn man bie aWittelpunfte O', O^ O"' ber in bie treiecfe ANP, BMP, , 

CMN 6ef(briebenen Äreife burt^j gerabe ?inien berbiitbct, unb au« O', O'' nuf AH 
bie, ©enftccbteii O'e, O'd fillt, fo ijl: 

. - ü?b-' = (Pe + Pd)*+.(p''-/)*. 



*^ V 
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5Kutt i|i aber: 

.^ . ^ ' ' 4bc 

Pd = i (-BM+BP+BIP) a e + b-^)(^^-b^ + e^). 
a "^ ^ ^ . 4ac ' 

ferner/ >t)ettn matt bie SSevt^ bev Jpalbmeffev p^ ^ (§* 79.) borc^ bie @eCleth 
be« Dreiecfd ABC ouöbrficft: 

@u&<lituirt man nun im 3Iu^brU(fe fär CP~Ö", fo (ommt entließ (FO'' =: 
ifetii;^ , unb, mnn-man a+b - c a ^J^^^iil! fee», Ö^V =:4r* co. i ». 

ab(a + b+c} - a-f-b-f-c 2 

Ober: 



1 



O' O'' =2 2r cos - y. 



2 



l 

Sbett fo fittbe^ man O' O''' = a r cos -/3 

tinb 0"0'''Ä2rcosi^ 

SÖelc^e SGBertl^e bcr ©eraben O' O'', O' O''', O" O''' bie tt JmRd^ett finb, loelc^ 
loir fn §. 10. für bie Seiten DE, DF, EF be« Dreiecf« DEF angegeben fjabtn, nnb 
ti ergiebt f!c^ bemnac^ ber Sag: 

SSBenn man Die mttclpmttc ber in bie iDreietfe ANP, BMP, CMN 6ef<i^rie> 
tenen Äreife bur(j^ gerate Sinien toerbinbet, fo entfprmgt ba* nÄmlidje ©reied^ 
votii)t^ bie 93erö^run88t)unfte beö in t>ai ©reiecf ABC befc^riebenen Äreife« 
Hlbtn* 

aJerlittgett man bie ©enf rechte O'e bi« |Ie bie ©eite AC in Betrifft, fo i{l 

A c ^1 V 1 

.AE= — / unb^ weil Ae = - (-a4-b + c) cos«, AE =- (-a + b + c) ; tt)or# 

cos« 3 ' 3 ' ^ J 

aui man erCennt^ baß E berjemgej)untt ifi/ in welchem ber in tfai SDretecf ABC 
befc^riebenen £rei^ bie Seite AC b^x&f^xu @ben fo wirb gezeigt/ baß bieSerI&nge# 
rnng ber ©enfrecbten 0"d bie ^ntt BC in il)rent Serftf^rung^pnnfte D mit jenem 
einbcfcbriebenen Äreife trifft* Sa nnn O-'D mit O'E parallel get^t, nnb an« §• 85* 
'befannt ijl^ baf DE = O'O'', fo folgt anc^/ baf DE parjOlel mit O'O'' gejn 









\ 
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Unf QM^t Sdfe tofrb (ett>tefeit^ hai, \otnn F bfr bntte SerAbruttg^i^mtff bed in 
bai» IbuUil -ABC bef^^riebenen Ärcifcd, DF mir O' O"' unb EF inirO'' O'" pa# 
füttcl ftc^eii; fo bap alfo bie fongruentcn Dreierfe DEF uiib O'O'^O''' 
alfo liegen/ ba0 t^Te ben gleichen ^infeln gegen&berltegenben ®eur 
ten mit etnattber parallel ge^em 

Sttt^Tbem iSetoetfe btefed ®a(e^ ergtebt fid) ani>, baß bie SRütelpunfte ber iti 
bie ^reiecfe ANP, BMP, CMN bef*riebenen Äreife jugleic^ bie ©urc^fd^nittöpunfte 
ber fJerpenbifel in ben jDreiecfen AEF, BDF, CDE ftnb : 

' §* 87- 

SBenn S ber SRirtelpunft be« in bad l^reietf ABC befc^rie&enen Xxci\ti i\t, unb 
man jie^r bie ©eraben SF, SO', SO', SO'", fo i(i : 

ÖS = (SF - O'e)» + (AF - Ae)*. 
atteitt (§. 72.) SF - O' e = r(i - cos «) unb AF - Ae = - (- a+b+c) (i- cos »): 

fa - b 4- cKa 4- b -c) 

GnbfKtuirt man nun/ naAbem man i-cosä = ^ ^ , ^ ^ gefegt ^at, fo eri» 

ab c 
elf/ wf-. /TTo* (.a+b + c)(a-b + c)*(a4-b-c)* , - • » , rr 

)&It man enbh* : ö^s = ^ ^ 4bc(a+b + c) ' = * " '^'^ 2 * ^ ^ ^'»^ 



^ I 



Stfn f» fommt 
nnb 



O' S =3 2 r sin - «♦ 

2 

0"S =: arsin-B 

a 

0"'S = 3 r sin - y. 

*2 



3lttn iU aber (g(g. 9.)/ weit ber SDBinfel FDE = 90 . - «, DEF = 90 - i y3, EFD 
1 1 ^ 1 2 ^ 

=2 90 - J' y, na* §♦ 32. aU(^ DJ = ar sin - «, EJ == 2 r sin - y3 , F J r= 2 r sin - «y, 

alfo CS = DJ, O'S =3 EJ, 0'"S = FJ5 worauf erj^etter, ba#/ wenn inan ba« 

2)reiecr DEF (gig.9.) alfo auf baö Dreiecf O' O ' O'" regt/ baß beibe einanber becfen, 

C5. 050 ber ^unfr J bed er(len in ben ^unft S bed jweiten fallen n>irb* l^a nun J 

(8.63.) ber I^ur^fd&mttdpunft ber ^erpenbifel im Dreiecf DEF, fo ifl mA S ber 

jDttrtJ^f4;nitr«punfr ber y*:rpcnbifer im Dreierf O' O" O'" unb e« ergiebt ff* ber ©aft: 
* ■ 

©er ÜRittefpunft Dei in tai t)rciecf ABC befc^riebenett ^eifeö ift jugletc^ 
Der ©ur(^fd>iiitt«<)Mn!t 6« ^ttpmtfiSA im ©reie* 0' O" O''', 



. s 
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5ßutt i(l aUt: 

,a '^ » ^ ^ 4bc . * . 

Pd = i(-BM+BP+MP)a e + ^^^><^'-^' + ^'). 

ferner/ toettn matt bit SSevt^ bev Jpalbmeffer ^, ^ (§* 79.) borc^ bie @e(teth 
Ui Z)veie(fd ABC audbräcft: 

@u&flituirt man nun im Sluöbrucfe fär O' O" , fo fommt tnbli^ Ö'O^' == 
^t$i±:^v ttnb,»fnn-m«na+b.c«*fL£2iir!ff6t, Ö^*/=s4r«co.i7. 

ab(a + b+c) - a + b + c 2 

Ober: 



Sbett fo ftnbet man 
ttnb 



O' C =3 2rcos-.y. 

a ' 

0'0'''= arcos Lfl 

3 '^ 



Q//Q/,/j-.2yCOsl 



00 



SÖelc^e SGBertl^e bcr ®eraben O' O'', O' O"', O'' O''' bie nSmü^^n finb, loelc^ 
»Cr in §. 10. für bie Seiten DE, DF, EF be« Dreiecf« DEF angegeben fjabtn, nnb 
ti ergiebt f!c^ bemnac^ ber Sag: 

SBenn man Die mttclpmttt ber in bie iDreietfe ANP, BMP, CMN 6ef<i^rie> 
tenen Äreife bur(j^ gerobe Sinien toerbinbet, fo entfprmgt ba* nÄmlidjc ©reiecf, 
mii)t^ bie 93erä^run88t)unfte be« in t>ai ©reiecf ABC befc^riebenen Äreife* 
tilbem - 

aJerlittgetr man bie ©enf rechte O'e bi« |Ie bie ©eite AC in E trifft, fo ift 

A c ^1 V 1 

vAE= — / unb^ weil Ae = -(- a + b + c) cos«, AE =- (-a + b + c) ; tOOtf 

cos« 3 ' 2 "^ ^ 

aui man erCennt^ baß E berjemgej)untt ifi/ in welchem ber in t>ai SDreiecf ABC 
befc^riebenen Ärei« bie Seite AC i>eruj>rt. Sben fo wirb gejeigt/ baß bieSerldnge* 
rnng ber ©enfrecbten 0"d bie Seite BC in il)rent Serftf^runfl^pnnfte D mit jenem 
einbcfcbriebenen Äreife trifft. Sa nnn O'D mit O'E parallel get^t, nnb an6 §• 85. 
'befannt ijl^ ba;ß DE = O'O'', fo fotgt anc^/ baf DE parattel mit O'O'' gejt. 
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Huf QM^t Seife toirb (ett>tefeit^ bog/ toenn F ber brttte SfrAbruttg^i^mtff bed in 
bai» Ibuita ABC befct^riebenen Ärdfed, DF mit O' O"' unb EF mir O'' O'" pa# 
füttcl ae^eiij fo bap olfo bie fongruenten Dreierfe DEF uiib O'O'^O''' 
alfo (Yegen/ ba0 t^Te bett gleichen ^infeln gegen&berliegenben ®tif 
Ich mit etnanber parallel aebem 

ÜUi bem iSetoeife btefed ®abe^ ergtebt fid) auA/ baß bte SRütelpunfte ber tn 
bie IDreiecfe ANP, BMP, CMN bef*riebenen Äreife juflleic^ bie ©urc^fdjnittöpunfte 
ber 9>erpenbitel in ben jDreiecfett AEF, BDF, CDE ftnb : 

aSehn S ber WlUMvnntt Ui in bad l^reietf ABC befc^riebeiten j^reife « i^, unb 
matt jie^r bie ©eraben SF, SO', SO', SO'", fo ifi : 

ÖS = (SF - O'e)» + (AF - Ae)*. 
atteitt (§. 72.) SF - O' e = r(i - cos «) unb AF - Ae = - (- a+b+c) (1- cos »): 

GubfKtttirt matt ttutt/ ttac^bem matt 1 - cos^ = ^^ " "^ v^ ' fl^f^^^ i^öt, fo eri» 

so c 
«.if/ wf'^ /TTo* (-a+b + c)(a.b4.c)*(a + b-c)* ,4.1 , ., 

»&U mantnm: Ö^s = ^ 4bc(a+b + c) ^ ^ =4rnul.>^ fofy 



^ < 



Sben fo temmt 
tttib 



O' S =3 2 r sin - «. 

a 

0''S =: arsin-B 

a '^ 

0'"S = 3 r sin - y. 

• 2 



gittit iU aber (gfg. 9.)/ weit ber SDBinfel FDE = 90 . - «, DEF = 90 - - y3, EFD 
1 1 ^1 ^1 

=2 90 - Jp y, tta* §♦ 33» aU(^ DJ = ar sin - «, EJ = 2 r sin - y3 , F J r= 2 r sin - «y, 

alfo 0^8 = DJ, O'S =3 EJ, 0'"S = FJ5 looraud erj^etter, ba#/ wenn matt iai 
iDreiecf DEF (gig.gO alfo auf ba« Dreiecf O' O ' O'" regt, baß beibe einanber bedPen, 
(5-850 ber ^unfr J bed er(len in ben ^unft S bed jweiten fallen wirb* Da nun J 
(«♦ßso ber I^urc^Wmttdpunft ber ^erpenbifel im Dreiecf DEF, fo ifl quA S ber 
jDttr^fcbnitt«punft ber V^'rpenbifel im Dreiecf O' O" O'" unb e« ergiebt ficb ber ©aft: 

Der SSftittttpmtt be« in tai tJreiedf ABC bcfc^ricbenen Greife« ifi jugleic^ 
ber ©ur(^fc^>tiitt«|)uttft ber ^erpettbifel im ©reiedf 0' O" O"^ 
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f. 



■%. • 



^ 



I 



56 






y 



/ 



f{d«i3« .3ß«nn J n>ie bi^(^er ber Surd^fcj&utUöpuint ber ^crpeitbifel Dm, En, Fp im 
* Drriexf DEF tfl> utib Ö', O'', O''' wicber bic SKittelpuuftc ber in bie 3)wiecfe ANP, 
B]tfP,-CMN (gtg* iiO bcfc^riebenen Äreife öorjleactt/ unb man jie^t bic ®erabe OO, 
Jfo »(« au« O'j J anf AB bic Senf regten O'e, Jg, fo i|l; 

V ' / 0/J:;=(Jg.O'e)*+(Fe.Fg)»: 

Zim ifl aber (§♦ 83.) Jg = p' + p" »nb O' e = p', folglicl^ ; 

Jg-O'e = p''=:rcos^/ 

itnb/ »eil bie aJeri&nflentnä »on O'e bie AC in E trifft (S^seo^tCL ifl Fe = 

EF cos AFE = r sin «. gcrner i|l Fg^¥j - \%zz r* (4 sin i y*. (cow«+coSy3)*), 

ttttein: . ^ ^ 

k sin - y* - (cos « + cos /3)* t=: (sin » - sin /3)*, 

mithin Fg = r(sin«-sin/3) unb : ^ , , 

Fe-Fg =5 rsinjS; 

^ttbliituirt man nun \vx au«brucf ffir Ö^/, fo fonimt O^J==r*(8inj8*4.cos^*) 
=3 r* alfo 0'J==: r, welc^^en nimlic^en SBert^ mon eben fo für bie'®eraben O^'J- 
itnb O''' J finben wirb, fo baß alfo J ber ÜKittelpnnft be« um ba« Dreiecf O'Ö'' QßV 
befc^riebenen ^reife6 ifl. SDIan er^&(t bemnac^ ben Sag : ^ 

©er ©ur(t)fc^ttitt«punft ber ^erpenbiW im ©reiecf DEF ijt jugleic^ ber.« 
SWittelpunft be« um ba« ©reiecf O' O" 0'" befdjriebpnen Äreife«^ 






f- 






HBeil J ber 2)urdbfc^«itt€j)Uttft ber ^rpenbifel im Sreierf DEF ijl unb S •|ttgleic^ 
ber 9JlittcIpunft beö um biefe« Sreiecf befc^riebenen Äreife^, fo liegt (§• 55.) ber 
aWittelpunft be« nm bo« X^reiccf mnp befcbriebenen Äreife« in ber Glitte ber (Sei* 
taben SJ. Sa nun aber «ac^ §. 88. ber ^nntt J aud) ber SfWittcfpunft be« um ba« 
Spreiecf O^O'^O''' befcbriebenen ÄrcifeiJ i|l, unb na* §• 87. ber ^unft S jugfeid^ 
ber 2)ur(i^fdjnittöpttnft ber.^erpenbifef in biefcm Dreiecf, fo liegt ber SRittelpnnft 
be« Äreife« bur* t>ie ^uflpunfte ber ^rpenbifel be« Sreiccf« O' Ö'' O"' ebenfoOd 
in ber SKitte ber ©eraben 8J (§. 55.); unb fo erl)eaet ber Safer 

©er SSÄittelpunft be« Greife«, »etd^r burc^ bie gufpunfte bJer^erpenbifel 
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Im t>cejctf DEP 9cit, ift {ttgltidb t^ 9tidcfpnA te< JtrnfM, iDel(^ tur^ bte 

«OS ran fh» braaMui» Wfflffoi, »«« Z^itietf (V (V' (V'' fti t ntftoiAf n , («# 
»m fk( boi IDftictf DEF ia bcr Cbnir be« ^ttwH ABC Mi ben aRimlpttnti bd 
wm bo« Scfietf mmp befi^iMeaca Jhrcifri H miN wK g i Mr bM H in bie^tasr ge# 
fomMir Ol «Kbber jrbc friaer Gcitai pil ibrer »rft>rft9Sli(bet 9N^b^g (Mtotel gibt* 

S^ 90- 

Sem V, N', P' «Hf t8 f« 4u bif 3>Mcbf<biiin<pmttf ber ^tpetibirel Ui be« 
Sreiecfni ANP, BMP, CMN (bib, f» agicbl {kb biifib eiiifcubt geowt ttifcbe Vetta<bii 
tttxg ber 6ab: 

9Kkiiii man btefe iDttnJ^nttMinmfte M^ Nr, F butd^ gerabe Smien «erbttir 

brt/ fa cntfi^ragt hat tifiodtd^ Z>mc(!, weldM ^^ Sfufiimiifte M, N, P brr ^tu 

ptMSü im t>mtä ABC bcfKmmeii/ mib imar in fo(^r Soge^ bof bte bm gleir 

4)tn fßinUin gegenäberfirgcnbcn ®eiten btefcr betben Z>rete€re mit etnanbet poi 

titSef gc^ 

Senn »an tKrtinbe bte ffiinf elpimfte ber Sreiecfe W N' P^ MNP bitrcb gN 
ri^e ünitn, fo finb bie Serltegerungen ber M'^, M'P fenfrecbt auf ben Seiten 
AB, AC, ttttb toef( att(b OP, ON fenfrecbt auf AB, AC flnb^ fo folgt M' N = OP. 
Sln^ Ufüli^m OnttAe iß MN^ s.OP, fo(gH(b M'N - MN\ unb n>e{( btefe tinien 
mit etnanber yaroKel ge^n# fo ift MN =s M' N' nnb ancb MN yataDel mit M' N'; 
loa« e6en fa wn ben ^ttttn HP« M' P' nnb NP, N' P' beiofefen loirb* 

2>a ftber^pt an(b mehrere ber bi«b<tr auf analyrifcbem 9Bege gefunbenen 6Abe 
etttfoe^ geometrifcbe Setoeife julaffen/ fo loirb e< nicbt uninteTcfTant feytt/ eittige ber# 
felbeit bier anfinf&bven* 
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Sln^aog t)on s^ometrifc^en ^eweifen einiget; bi^^ec d«f^nt>(nctt @A$e. 
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^M>enn matt itt etttem Drciecf ABC mxi betn Surd^fc^nittöpttttrt O feitter ^erpetti» 
fi|*i4. ^(,j, ^„ jj^g^jj^ ^(„^„ 5DBinfeI»tttifr A bie geraie «inie AO jie^t, uttb fWt'ouf bie 
i^m gegehAberltegettbe ®eite BC au« bem SRütelputtft H beS umbefd^riebetien J(reifed 
citte Geiffredite K£^ fo ifl jene ba« boppelte toott biefev« 

9Ran erricbre au« K auc^ auf AB bie ®enrre(^te KD unb )te^ au« O att bcit 

flegen&bediegenben SBinff rpunft C bie OC. ferner t>erbiube man bie fünfte D, E 

burd) eine gerabe Sinie« Sa K bet QRirrelpunft be« umbefdbriebenen Kreife«^ fo finb 

(EucL ni. 3.) BC, AB in £ unb D halbiert/ alfo i(l (VI. a.) DE mit AC paroltel 

' iinb (VI. 4.) AC £=2 2 DE* SBeif nun aber KE unb AO beibe auf BC fenfte*t jlnb, 

fo geben biefe mit einanber pataBel, uttb »eil OAB < CAB affo aucb < EDB, fo 
.^ »itb bie aSerldngerung t)on DE bie »erlÄngerte AO in irgenb einem ^unft F fcbnei^, 

^ ben„ unb fo i|i (I. 29.) (JAO = F = DEK. «ben fo wirb gejeigt/ baf o^sA^ ACO 

= KDE; folglicb f!nb bie beibeu Dreiecfe CAO, KDE gteicbioinnig/ mb alfo (VI. 4.) 
AC:AO = DE:KE. :Ca nun AC = 2 DE fo ifl au4 AO s 2 KE. 

ft^iS« ®^nn xxi^n Ci)xf> bem Durc^fdjnitt^punft O ber ^etpenbifef eine« ^Dreietf« ABC 

an irgenb einen 9BinfeIpunft C^ bie gerabe Sinie CO jie^t; fo ift ba&Quabrat biefe? 
Sinte/ fammt bem Duabrate \)on ber^ biefem aBinfelpunfte gegenäberliegenben/ Seite ' 
AB, gleich bem Duabrat t)om Surc^meffer be« ttmbefdf^riebenen^reife«« 

SRon errtcbte mi bem SRitteipunft K be« umbefdf^riebenen Jtreife« auf AB b(c 
' ©enfredjte KD. ferner jiebe man ben ^albmefler AK, welcber üerlÄngert bie ^eri^ 

pberie be« umbefcbriebenen Äreife« i'n G treffe, «nnb jiel)e BG, fo l|l (in. 31.) ABG 

' sR, a(fo (1, 47.) AB-+ BG s ÄG.* D4 vm BG unb KD beibe auf AB fenfrec^^t 
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fitibr fo ftnb bte rretfcfe ADR, ABG aUiafmint\\%, a(fc (VI. 4«) AD : DRssAB: BG, 
mty totii (m. v) AB =r 2^ AD, fo tft au« BG = 2 KD. Stad^ ^cm itfit Sa$ i(t 
aber anc^ CO s 2fU>, affo BG = CO nnb ~AB + CO s äg! 

Sfmt man btc %n%pmtt€ M, N,^ bnr ^rjfKibUel tinti fpf^toinntgeit £ircie<H 
ABC bnnl^ gcrabe 9Mtn )»erbttibet; fo tfl hai fRt^ttd aui ber ®unime btcfer brei 
ttttiett tit bell ^(bmcffcr bc« um bad Z)retc(f ABC befc^nebeiieit Xm{ei, g(ei(b bcm 
boppetttn Sv^altc biefcd Z)rete<f^. 

di fri k bft aRittelpnnft bed »in ba^ Z)reie<r ABC befdiricbenen Greife«. 9Ratt 
{tc^e bte ^albmcfftr AK, BK, CK unb auf AB bte Genfrec^te KD. ferner fet O 
ber Z)ttr(^f4tnittö})unrr bcr ^erpenbtfcl. 2)a (m. 22.) um ba^ SSftrttf CNOM ein 

Stttii bcf(^ri<bett totxhtn fanu/ fo ift (m. si.) NGO s= NlifO, unb affo flnb b(t 
IDreiecfe ACQ, A3SN. glet^^winf ßg , f ofgltc^ (VI. 4.) CO : MN = AC : AM. 

äkrl&ugert man nun ben ^albmtfftt A£, bttf er ben Stxtii tn G trift/ unb 

{Ic^tBG, fo iß (in. 31.) ilJBGsR unb (IB. 21.) AGB s AGB. {forglic^ flnb bte 
Sretecfe ACM, ABG gleicbwinf (ig / affo (VI. 4.) AC : AM = AG : AB. Z)obet i(l 
and) CO:MN := AG: AB unb/ n)ei( AG = 2 AK nnb nacb bem iten®ab CO s 

2 KD, fo folgt ou« KD : MN = AK : AB. Sllfo iß (VI. 16.) Rectg. KD . AB b. L 
^A ABK = Bectg. AK . MN. Sben fo wirb bewiefeu/ baf 2A ACR = Bectg CK .MP 
imb 2 A BCK =3 Rectg BR « NP. Sa^er iß {ufammen genommen s A ABC = Rec^; 
AR(MN + MP + NP)- 

4. ®a|» 

/ ; iDer Umfang be« 5Dreie(f« MNP, »efc^d bie gußpunffe bcr ^crperibifcl im 
fpt|winf(igen 2)reie(f ABC bilben^ \txft&lt ß(^ )um Umfang beSZ)reie(f« ABG> xoU 
ber Jpatbmeffer bet in baffelbe (um Jpalbmeffer U6 um baffelbe befcbricbenen Jtrrife«, 

£emt wenn ber JE)a(bmeffer beö in bai Creiecf ABC befcbriebetten Stvtifti r 
unb ber ^albmeffer be^ umbefcbriebenen R, fo iß befamttlicb a A ABC = r(AB4« 
A6 +BC)itnb folglicb na* bem »origen ©ab r (AB + AC + BC) .= R(MN + 
MP + NP); alfo (VI. 16,) MN+MP + NP : AB + AC + BC=r:R. 
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5. ®afe. 

©fr Stt^aft be« ©reierf« MNP, tüelt^e« fcie gttftputif te ber ^txptnliUl im Spi^^ 
loittfltsen t^reiecf ABC bilbett ^ ^ttf^ilt 9^ {um 3ii(»alt bed SreieM AQC, wUt ber 
J^lbtneifcr bed 4tt jened jum j^albmeffer bed um biefed befcbriebehett jtreife^» 

Senn iDfnn ber J^albmeffer bed in ba^ Xreietf MNP befcbriebenen Stmit^p i^^ 
mVvi R.Mie t)orf}(n bie {)a(bmeffer ber in nnb'tnu baS Drefecf ABC befc^riebeneti 
«reife, fo ijl befannlK* aAMNP = #(MN + MF4*NP) nnb a AABCsrCAB^- 
AC+BQ/ ttifo AMNP : AABC=: ^(MN + MP + NP) : r(AB4-AC + BC). 
»tttt folgt ober Mi bem t)ort9ett®a$ (VI."i60r(AB+AC+BC) = R(MNri-MP 
+ NP) nnb alfo i|l AMNP s A ABC = f : R- ' 

, Der Sitrcbfcbnitt^unft O ber ^erpenbifei im fpi^tDinnigen Sreted ABC tf^eilt 
jieben berfelben CP in )n>et fold^e Slbfcbnitte CO, OP, bafi ba« Stedbtetf au6 biefelt 
gleicb ifl bem fRtd^t^ au« bem Z)ur(bmeffer beö um iai X>xtitd ABC befcbriebeneii 
jtreifeö in ben J^albmeffer be« in ba« Sreiecf MNP befcbriebenen , toti^ti bie guß« 
punfte jener f>erpenb{fel bilben/ 

SRan errid^te aui O auf bie (Siite MP bie Senfrec^te OJ. Sa (HL $12 ) um 

ba* »iererf ANOP ein Ärett befcbrieben ttKrben fann, fo i|l (BI. at.) N?0 = NAO 

itnb au^ bemfclben ®rttnb MPO = MBO. HBeil aber (I.is.) AON = BOM unb 

ANB =. R = AMB, fo ift NAO = MBO , fofflii* ou* NPO = MPO. €*en f» »irb 

beriefen/ ha^ NMO = PMO; alfo ift (IV- 4.) O ber «OTittelpunft be« in bo«Srei# 
ecf-MNP befcöriebenen Äreifed unb bie @enf rechte OJ ein S^atbrntfi^x biefe« Äreife«* 
SRan lege nun burcb ben9Binfe(punft A unb ben^irtcfpunft^K be« um ba« Sreietf 
ABC befAriebenn Äreifed einen Surcbmeffer AG beffelben unb jiet)? BGj fo iH 

(in. 31) ABG = R unb (lU.ai.) AGB = ACB; tolgli* GAB = CBN. Da nun 

3IBO = MPO, fo i(l aucb GAB = MPO, unb ba^r finb bie Dreiecfe ABG, OPJ 
flieicbwinflig; alfo (VI. 4*) AG : BG = OP : OJ. STOa« errictre. ferner ou* K auf 
AB bie ®enfre*re KD, fo pnb bie Dreiecfe ADK, ABG glei(6wittffig/ alfo (VL4.> 
AD : DK = AB : BG unb/ meil (ffl. 3.) AB = 2 AD, fp ift au* BG = a KD. iftacfy 
bem iten ®a$ aber ijl CO == aKD, folglict^ BG =:= CO; unb alfo i(l AG: CO = 
OP: OJ unb (VI* 16.) Rectg AG. OJ = Rectg CO. OP* 
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iCie 6umme ber Qnabtiite i»i^tt ben Seiten einet fpi^wittfltgen ^DteiecM ABC iii 
gietd^ bem boppeiten Quabrat toom l^urAmeffer betf nmbefct^rtebenen Greifet/ famnn 
bem aiecbrecf .au« btefem ^uid^meffer in'bf nDurcbmeffer be* in ba« jDreiecf MNP 
befc^r {ebenen/ meixbed bie ^u|lpnnfte bet 'Perpenbtfel im ^teied ABC büb^n* 

- (Si fei O ber Z^ttrcbfc^nttttpunfr ber^er|)enbife(t SRan {iel^e au« irgenb eittent 
-^ SBinfelpunft C be^iDreietf« ABC an bie SRitte D ber aegen&berliesenben ^eite AB 

^ bie ®erabe CD. X)a AB in P balbiert iff, fo iji (U. 5.) AP. BP + PD = t A^* 

ffleti ähtx ABN =: ACP, fo jinb bie Dreierfe APC, BPO flleicbwinKig/ alfD <VI. 4) 
AP : CP = OP : BP unb (VL 16.) AP • BP = CP . OP. Da nun CP = CO + OP 

fojil mi) (II- 3) AP. BP =:CO.OP+Öp! ?lIfo i|l CO.OPrh ÖP + PD*ä^ " 

Iab! »uttift (I.4?unbn.4.)CD\=;CO*+aCO.OP +ÖP*4-P^^^ 

= 7- AB 4- CO + CO . OP. gerijer i|l nacf^ einem befannten golgefa^ au« EU i2» 

AC*+BC*= 1 AB + 2 CD, foTflli* Ottcf^ AC*+ BC*= AB+ aCO*+ 2 CO . 0P,> 

" nnb wenn man auf beiben Seiten AB- ^injutbut, AB*+ AC+BC = 2 Ä+ 1 C0*4- 
s CO . OP. ißejeicbnet man nun bie ^tbmeffer be« um bai Sreiecf ABC unb in ba« 

IDveietf lüNP befc^riebenen itreife« burcb R» >, fo ifi na($ bem 3ien@a$ AB + CO 
= 4R* unb nact^ bem 6ten ®a& CO . OP =3 a^ R. Sllfo l|l AB*+ AC+ BC* = 
«R* + 4^R. 

SBenn man ant irgenb einem gnfpnnftf P bet ^erpenbifer Im fpi$iDmnfgnt gi^« lO^ 
/jDrciecT ABC in ber Seite AB auf bie beiben anbern Seiten AC, BC bie Senfrecb^ 
ten PG, PH fißt^ fo ift bie ^erabe fiinie GH^ tt>el*e bie gugpuufte biefer Senfredjs 
' ten t)er6inbet/ gleil^ bem b^'^^il Umfang be« jCreJecT« MNP, toe(e(^e« bie gntpunf te ^ 
jener ^erpenbifel be« I^reiccf« ABC bilben. 

SKan öerlSngei^e bie PG, PH^. b(« fTe bie SJerldttgerung wn MN in J nnb K 
fc^nevbert. Da (in. aa») um Da« Sierccf CNOM ein Äreid befcbrieben mierben tann, 

"fo ift (IILai) CMN=: CON; eben fo i(l BMP= BOP; folglicl^ (1. 15.) CMN = 

BMP unb alfo aucb BMIJ=: BMP. SWun t(l aber PH frnfrecfjr auf BC, ftIfo(I.a6.) 
' MP.=:MK unb PH = HK. (Sben foioirb beriefen/ ia9 NP = NJ nnb PG =2tGJ. 
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Da «If» G, H bie mtttn toon FJ, PK (inb, fo g«6t (VI. 2.) GH mit JK »Ktrattel, " 
olfo t{l (VI. 4.) PG : GH = pj,: JK. «Run ift ober PJi = aPG, alfo au* JK = 

«GH unb folglit^ »eil JK = MN H^ MP + NP, fo if» GH =: i (MN + MP + NP). 

/ • ' 9- ®i^&* '^ '' ' . - 

'^' . iDer J^albmeffer bf« um iai I^reied MNP Jcfc^nebeneit Äteife«, toelcJtÄ bie 
9id. t7» Stt^pitttfie ber ^erpenbtfef im 2)retecf ABC bilden/ Tfl ^alb fo grö^ q(^ ber ^aI6« 
meifer be^ um bc^^ Xirciecf ABC befc^tfebeiten Xreifed; unb ber Ort L bcö ÜRirteli' . 
))unft« iene«" Jlteife« j^albiert bie Entfernung be^ Tlituipnntti K biefe« JCreife« wm 
jDur(^fc^niet«i)unf te O jener ^erpenbifeL 

«Won iU^ avLi K an O, C bie geraben Linien OK, tR unb auf AB bie ©enf^ . 
te^te KD. ^etiter lege man burc^^ D unb bie 9!Kitte L ber Oeraben OK^bie DL , 
.»elcbe t)erI4ngert ben ^etpenbifef CP in J (c|?neibe* SBeü LO = LK, ferner (I.15I) 

OLJ =-KLD unb, ba OJ mit KD paraKel gebt/ (I. 29.) LÖJ = LKD i(l/ fo fofge 

(I. a6.) OJ = KD unb JL = DL. SBett nun na* bem iten ©a| KD =^ CO^fo t(l 

aucb OJ =r-CO nnb arfo^CJ = KD unb, »eil CJ mit KD parallel ge^t, fo i|l 

Q. 33.) :n)= CK folglidb DL = i CK. 3»an jie^e ferner au« L auf AB bie ©enfc 

teAte L£ unb anj^ bie ©erabe LP, fo ifl^ mit bie ®erabett OP, L£, KD ade 
iQit einanber paraßel ge^en'(VI. a.) OL: KL = PE : DE, unb, ba OL = KL^ fo 

iß oucb PiE = DE; mitf)in (1. 4.) LD = LP. £)a nun LD = ^ CK fo ifl an4^ LP 
::= icK. eben fo Wirb beioiefen^ bafi LN = i BK unb LM = i AK ; folglid^^ 

toeil AK = BK = CK, fo ifl audb LM c: LN = LP unb L, ba« ift bie mttt ton 
OK» tft ber gRittelpunft Ui um ba«2)reie(f MNP befc^rubenen Greife«. 
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6; 1 3/11 ,»• U* (l4tt: M Hei: brr 
@» 6 3. 11 9. 0. fiel bü^ jtomma vor bei nac^ jtreife^ 
< G* B 3.9 0« u« <l« (if rinn L bietm 
6*16*9« 4 v.o. Hei nUit: 3nba(t 
ewi6'3.ii P.O. ft.*^«f l. «nf • ' 

6,4a 3/7 i>. 0. ft, cos . SKO I, cos SKO 

6. 4o 3» 7 9. tu fl:. fitnabratf h £Iuabrate 

6.43 3. 9 D.O. fl. DEF l. A DEP 

6.43 3. 5 V.U. na« ifl IM:, bet 

6.45 3. 6 t^.O. »«(6 ifbem bft 9n(t^flabfn r, r', r'^ IM ein Aomma 

J6.5J 3. 5 »!u. fl. (b+c) L (a + c) 

6.5a-3. 6 9. tt. t^or bur« Mt tka^ 
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